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L'ingenierie du genie civil fait desormais un usage avance de la simulation
numerique pour modeliser une grande variete de phenomenes, tels que le calcul
statique, dynamique ou la stabilite des structures, le vieillissement des materiaux
dans des environnements naturels, la tenue au feu, etc. Cependant, la prise en
compte des materiaux a des echelles plus nes reste encore du domaine de la
recherche et n'est pas encore transferee dans les codes de calcul industriels. Les
raisons principales sont liees a des dicultes theoriques et numeriques associees
au passage d'une description a l'echelle microscopique, ou les phenomenes tels
que la microssuration, les modications chemo-mecaniques, ou le transport de
l'humidite a travers les pores peuvent e^tre observes et modelises, et l'echelle de la
structure, ou les dimensions caracteristiques vont de quelques centimetres a des
dizaines de metres.
Les progres dans ce domaine, appele "micromecanique", ou plus recemment
"mecanique multi-echelle" sont cependant nombreux et ont permis des avancees
spectaculaires ces dernieres annees. En eet, depuis les travaux pionniers des an-
nees 50 en micromecanique portant notamment sur l'homogeneisation, un tres
grand nombre d'outils mathematiques ont ete proposes qui ont permis de de-
nir des evaluations des comportements eectifs pour des materiaux heterogenes,
principalement dans le cas lineaire. C'est le cas par exemple de l'evaluation des
proprietes elastiques ou thermiques des composites. Les challenges portent ces der-
nieres annees sur les comportements non lineaires : plasticite, endommagement
ou les couplages multi physiques non lineaires. La prise en compte de microstruc-
tures realistes, telles qu'obtenues par la democratisation des techniques de micro
tomographie est egalement un de. Pour aborder ces nouveaux problemes, les
methodes incluant des calculs numeriques sont desormais incontournables et per-
mettent d'envisager de nouvelles strategies de modelisation, en se rapprochant du
calcul de structure incluant des eets microstructuraux non lineaires.
L'objectif de cette these est de contribuer a cet enjeu, en se centrant sur l'ho-
mogeneisation non lineaire des materiaux elastoplastiques et viscoplastiques, et
sur le calcul de structures composees de ces materiaux non lineaires heterogenes.
Intégration de la thèse dans le projet ILMAB
Ce travail de these s'inscrit dans le projet ILMAB (Infrastructure Logicielle
pour la Modelisation et l'Analyse des Ba^timents) nance par la region Ile-de-
France, dans lequel l'Ecole superieure d'ingenieurs Leonard de Vinci (ESILV) est
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partenaire. Les ta^ches du projet liees a la these portent sur le developpement de
methodologies et d'outils de modelisation numerique, notamment, bases sur l'uti-
lisation du Logiciel Digimat. Bien que l'objectif a plus long terme soit d'aborder
le comportement a rupture pour des applications du genie civil, cette these consti-
tue un premier pas vers le developpement de methodes permettant de traiter des
structures heterogenes non lineaires, et porte sur des approches plus en amont des
applications, me^me si les outils proposes dans ce travail pourraient e^tre etendus
pour d'autres comportements non lineaires dans un futur proche.
Plan de la thèse
Dans le premier chapitre, nous dresserons un etat de l'art recent des methodes
d'homogeneisation pour les materiaux lineaires et non lineaires, et notamment
sur les methodes numeriques multi echelles.
Dans le deuxieme chapitre, nous proposerons une demarche pour determiner
la taille d'un volume elementaire representatif (VER) dans un cadre non lineaire,
en se basant sur une approche d'homogeneisation incrementale semi-analytique,
et utiliserons les modeles de comportement associes pour realiser des calculs de
structures heterogenes non lineaires, pour des composites contenant des phases
elastoplastiques et viscoplastiques.
Nous developperons Dans le troisieme chapitre une nouvelle methode d'ho-
mogeneisation numerique pour les materiaux elastoplastiques, basee sur une ap-
proche incrementale, ou les operateurs permettant de denir les quantites macro-
scopiques sont calcules numeriquement sur la base d'un VER. La demarche est
developpee pour des cas de calcul de structures heterogenes non lineaires impli-
quant deux echelles de calcul.
Nous illustrerons dans le quatrieme chapitre la methode elaboree au chapitre
3 au travers d'exemples numeriques reputes diciles pour les methodes dispo-
nibles, pour permettre de valider la methode et d'en discuter ses avantages et
inconvenients.





hétérogènes : État de l’art
1.1 Introduction
Le ro^le des dierentes echelles en mecanique des materiaux est aujourd'hui bien
etabli. Au niveau du materiau, l'echelle caracteristique d'intere^t est l'echelle des
heterogeneites microstructurales et des defauts. La mecanique et la physique de
ces microstructures multiphasiques est generalement consideree comme le princi-
pal mecanisme decrivant le comportement de la reponse du materiau. La compre-
hension du comportement, des evolutions et de la reponse mecanique a l'echelle
microstructurale est donc critique. Il est aujourd'hui bien compris que me^me les
tres petites echelles et les interfaces nes peuvent avoir une inuence sur le com-
portement a l'echelle macroscopique. Les methodes multi-echelles ont ainsi emerge
en vue de relier les petites et grandes echelles en mecanique du solide. L'homoge-
neisation non lineaire des materiaux heterogenes a constitue l'une des premieres
approches multi echelles, mais s'est rapidement revelee insusante pour traiter
des microstructures plus complexes, des comportements non lineaires, et pour
decrire les phenomenes locaux dans les microstructures. Pour pouvoir atteindre
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ces objectifs, les methodes numeriques multi echelles ont ete developpees dans les
dernieres decennies. Nous presentons ci-dessous un etat de l'art (probablement
non exhaustif) des methodes d'homogeneisation, en commencant par une presen-
tation des methodes classiques d'homogeneisation lineaires, puis des methodes
d'homogeneisation pour les materiaux heterogenes non lineaires, necessitant des
approches numeriques.
Les premiers travaux en homogeneisation remontent aux travaux de Voigt, suivi
par le modele de Sachs [? ] de Reuss (1929) et le modele de Taylor [? ]. Bien que
les bornes de Voigt et Reuss aient ete developpees pour les composites, les modeles
de Sachs et Taylor ont ete proposes pour les polycristaux. L'intere^t croissant pour
les composites au cours du XXe siecle a motive d'importants developpements en
homogeneisation. La contribution la plus marquante a ete celle d'Eshelby [? ], ou
l'attention a ete portee sur la solution elastique pour une inclusion ellipsodale.
Cette thematique, appelee ensuite "micromecanique", a ete formellement etablie
par Hill [? ]. Une revue des travaux menes dans ce cadre depuis une quarantaine
d'annees peut e^tre trouvee dans [? ].
Les progres en homogeneisation des materiaux heterogenes ont ete fournis par
Kroner [? ], Hashin and Shtrikman [? ], Hill [? ], Mori and Tanaka [? ] ou encore
Willis [? ], parmi d'autres. Les premiers pas vers des extensions au cas non lineaire
furent developpes par Hill [? ] ou encore Hutchinson [? ]. Les comportements
abordes incluaient l'elastoplasticite, l'elasticite non lineaire et la viscoelasticite.
Plus recemment, plusieurs contributions importantes ont ete apportes par Nemat-
Nasser [? ? ], Ponte Casta~neda [? ], Suquet [? ? ], Willis [? ] ou Zaoui [? ], parmi
d'autres.
Durant les dernieres annees, des progres majeurs ont ete realises par l'intro-
duction des methodes numeriques dans les approches d'homogeneisation, particu-
lierement pour lever les verrous lies aux comportements non lineaires complexes
dans les materiaux heterogenes, ainsi que pour permettre de fournir des modeles
utilisables dans des calculs de structures pour les ingenieurs. Ainsi, les methodes
d'homogeneisation "numeriques" [? ] ont ete proposees, ou des calculs numeriques
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a deux echelles sont eectues de maniere couples pour fournir la reponse d'une
structure heterogene non lineaire. Ces techniques sont decrites plus en details
dans la suite de ce chapitre.
1.2 Classification
Nous proposons ici une classication des methodes d'homogeneisation, bien
qu'une telle classication ne soit pas unique. Nous distinguons, parmi les ap-
proches que nous presentons ci-dessous, les approches sequentielles, et les ap-
proches concourantes. Dans les approches sequentielles, l'information necessaire
a la construction de la loi de comportement macroscopique est obtenue par des
calculs analytiques ou numeriques preliminaires a l'echelle microscopique. Lors
du calcul de structure, il n'est plus necessaire d'eectuer de nouveaux calculs au
niveau microstructural. Dans les approches concourantes, le probleme a l'echelle
macroscopique est resolu simultanement avec le probleme a l'echelle microsco-
pique, ce qui de maniere numerique peut se traduire par des echanges d'informa-
tions, par exemple lors des dierentes iterations, entre les echelles macroscopiques
et microscopiques. Les methodes presentees par la suite sont classees suivant ce
principe dans la gure 1.1.
1.3 Méthodes analytiques et semi-analytiques
1.3.1 Problèmes linéaires
Les methodes analytiques ont ete proposees initialement pour les composites
elastiques lineaires. Si ces approches fournissent des bornes et des estimations
utiles pour les ingenieurs dans certains cas, elles sont limitees par la mauvaise
prise en compte des interactions entre les inclusions et la forme de celles-ci, qui
sont generalement restreintes aux formes ellipsodales.
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Figure 1.1 { Classication des methodes d'homogeneisation.
1.3.1.1 Méthode d’Eshelby
Dans la methode d'Eshelby, les inclusions sont supposees eloignees les unes des
autres et leurs interactions negligees. En d'autres termes, chaque inhomogeneite
peut e^tre traitee comme existant dans une matrice homogene sans interaction avec
les autres inhomogeneites. Soit une inclusion denie dans un domaine ellipsodal

r, de module elastique Cr. La matrice entourant l'inclusion possede un module
elastique C0 et est soumise a un chargement en deplacements du type :
u = "x (1.1)
avec








La deformation dans l'inclusion 
r, supposee constante si l'inclusion est ellip-
sodale, peut e^tre exprimee par
"r = Ar : " (1.3)
ou Ar est le tenseur de localisation de la deformation dans l'inclusion r, donne
par :
Ar = [I+ E : C0 : (Cr   C0)] 1 ; (1.4)
avec E le tenseur de Eshelby (voir par exemple [? ]). En exprimant la loi de
comportement elastique en tout point et en prenant la moyenne
 = hi = 1j
j(x)d
; (1.5)
on identie le module elastique eectif C comme :
C = C0 +
X
r
fr (Cr   C0) : Ar: (1.6)
Dans le cas d'un composite contenant des inclusions spheriques arbitrairement
dispersees de fraction volumique f , et lorsque les constituants sont lineaires elas-
tiques isotropes, on obtient, en notant k1, 1 les coecients de compressibilite
et de cisaillement de la matrice et k2, 2 des inclusions et k et  les coecients
eectifs du composite :
k = k1 +
f(k2   k1)(3k1 + 41)
3k2 + 41
(1.7)
 = 1 +
5f1(2   1)(3k1 + 41)
3k1(31 + 22) + 41(21 + 32)
: (1.8)
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1.3.1.2 Schéma de Mori-Tanaka
La methode de Mori-Tanaka inclut certains eets des interactions entre inclu-
sions en prenant la deformation dans l'inclusion egale a "1 = h"i
1 (voir details
dans [? ]). On peut citer quelques applications dans [? ? ? ? ? ]. Cela conduit,
pour des inclusions spheriques isotropes, aux estimations suivantes :
k = k1 +
f(k2   k1)(3k1 + 41)
3k1 + 41 + 3(1  f)(k2   k1) (1.9)
 = 1 +
5f1(2   1)(3k1 + 41)
51(3k1 + 41) + 6(1  f)(2   1)(k1 + 21) : (1.10)
1.3.1.3 Schéma auto-cohérent
Dans ce schema, les eets des chargements appliquees (par le biais des condi-
tions aux limites) et les interactions entre inclusions sont prises en compte en
supposant que l'inclusion r est placee dans une matrice homogene de tenseur
elastique C qui est soumise a une deformation ". Dans le cas d'inclusions sphe-
riques isotropes elastiques, cela conduit aux equations suivantes a resoudre pour
determiner k et  :
k = k1 +
f(k2   k1)(3k + 4)
3k2 + 4
; (1.11)
 = 1 +
5f(2   1)(3k + 4)
3k(3+ 22) + 4(2+ 32)
: (1.12)
Ce modele a ete etendu aux materiaux viscoplastiques [? ] et pour des mor-
phologies d'inclusions complexes [? ]. Les dierents schemas ci-dessus sont a la
base de methodes recentes, comme une technique proposee dans [? ] permettant
de traiter des composites polydisperses par une approche iterative.
16
1.3.2 Définition du VER et aspects statistiques
La denition du Volume Elementaire Representatif (VER) est centrale en ho-
mogeneisation numerique, ou la microstructure est denie dans un domaine de
taille nie. La denition proposee par Hill [? ] implique que le VER doit e^tre de
taille susante pour representer un ensemble de microstructures au sens statis-
tique, lorsque les conditions aux limites sont macroscopiquement uniformes. Dru-
gan et Willis [? ] ont propose une variante, ou le VER est le plus petit volume
de materiau qui represente la reponse mecanique moyenne avec susamment de
precision. Povirk [? ] proposa encore une autre approche pour determiner la taille
de VER basee sur la description de la microstructure en utilisant un indicateur
statistique. Une taille optimale de domaine preservant la description statistique
de la microstructure originale est appelee Cellule Unitaire Representative (CUR).
Dans tous les cas, le VER doit a la fois capturer le comportement mecanique (phy-
sique) du materiau et e^tre statistiquement representatif (capturer la complexite
geometrique du materiau). La denition du VER est critique, et son etude dans
le cas non lineaire est relativement recente. Ce probleme fera l'objet du chapitre
2, dans lequel nous proposerons une methodologie alternative pour determiner
la taille d'un VER dans un cadre non lineaire en se basant sur une approche
incrementale.
1.4 Problèmes non linéaires
1.4.1 Méthodes semi-analytiques
Les approches analytiques qui ont ete proposees depuis les travaux pionniers de
Hill [? ] ont pour objectif d'estimer ou de borner le comportement des materiaux
heterogenes non lineaires. Dans le cas des materiaux non lineaires en petites
deformations, des extensions au cas non lineaire de certaines techniques classiques
dans le cadre lineaire ont ete proposees (voir par exemple Nemat-Nasser & Hori
[? ] ; Torquato [? ] ; Milton [? ]), les travaux de Willis [? ], Dvorak [? ], Qiu and
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Weng [? ], Ponte Casta~neda [? ], Hu [? ], Milton et Serkov [? ]. Dans le cas des
grandes deformations, plusieurs auteurs ont egalement etendu certaines approches
d'homogeneisation analytiques issues du cadre lineaire pour des cas speciques.
Dans une serie de travaux, (voir par exemple [? ? ? ] entre autres), des estimations
et des solutions exactes pour certaines classes de composites hyperelastiques ont
ete derivees. Ponte-Casta~neda [? ] a propose une methode d'homogeneisation
du second ordre pour determiner la loi de comportement eective de materiaux
composites non lineaires poreux et renforces, suivi par plusieurs autres auteurs
(voir par exemple [? ? ? ]). Quelques-unes de ces techniques sont decrites ci-
dessous.
1.4.1.1 Méthodes incrémentales et affines
Les methodes semi-analytiques ont ete etendues pour les comportements non
lineaires tels que la visco-elasticite non lineaire ou la viscoplasticite. La plupart
des extensions se basent sur la notion de composite de comparaison lineaire (CCL)
[? ? ? ? ? ]. Hill [? ] a propose une methode incrementale pour homogeneiser les
composites non lineaires dans ce cadre. L'approche a ensuite ete etendue (voir
par exemple [? ? ? ]). Dans ce cas, le comportement du composite est ecrit par
une loi incrementale du type  = Ctan : ", ou ", , Ctan sont respectivement la
deformation et la contrainte macroscopique et le module tangent. Cette methode,
combinee avec un schema de Mori-Tanaka est decrite plus en details dans la
section 1.4.1.3.
Les autres approches semi-analytiques sont appelees methodes anes. Celles-
ci ont ete proposees initialement par Molinari et al. [? ? ] pour les materiaux
visco-plastiques. Dans ce type d'approche, on considere le champs de contraintes
et non son increment durant la procedure d'homogeneisation. Cette technique a
ete etendue aux materiaux elasto-plastiques par Zaoui et Masson [? ] et Masson
et al. [? ]. Le comportement dans la methode ane est exprime sous la forme
 = C :  +  ou  est une contrainte de polarisation et C peut e^tre dierent
du module tangent. Chaboche et al. [? ] ont montre que cette methode peut
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conduire a un comportement trop raide lorsqu'un operateur tangent anisotrope
est considere. Ces methodes ont ensuite ete utilisees pour etudier le comporte-
ment de composites visco-plastiques [? ? ? ]. Le CCL peut e^tre deni par un
operateur secant comme dans Berveiller et Zaoui [? ] pour les comportements
elasto-plastiques. Dans cette approche, l'operateur secant est utilise et la reponse
eective du composite donnee sous la forme  = Csec : ", qui limite la methode
aux cas de chargements proportionnels monotones. D'autres approches peuvent
e^tre citees comme des extensions a l'endommagement dans le cas d'un schema
incremental non local [? ] ou une methode de gradient modie dans Peerlings et
al. [? ] ou Engelen et Baaijens [? ] pour prendre en compte l'endommagement
local dans la matrice.
En raison de la faible qualite de l'approximation dans le cas elastoplastique
[? ], ces methodes ont ete etendues en considerant le second ordre du moment
stochastique (voir par exemple Suquet [? ], Ponte Casta~neda [? ] ou de Doghri et
al. [? ]) et dans un cadre visco-plastique dans [? ? ? ? ] et elasto-visco-plastique
avec ecrouissage cinematique dans [? ].
1.4.1.2 Méthode de second ordre
La methode d'homogeneisation non lineaire du second-ordre, proposee par
Ponte-Casta~neda dans (voir par exemple [? ]), est une approche dans laquelle

















ou u(r) est le potentiel convexe associe au comportement non-lineaire d'une phase
(r). Ce type de loi permet de decrire la plasticite dans le cadre de la theorie de la
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deformation (chargements monotones sans retour elastique), ou de la viscoplas-
ticite. Dans ce cas,  et " sont remplaces par leurs derivees temporelles _ et _",

















Dans (1.15), ~uT est le potentiel eectif d'un composite lineaire de comparaison
avec la me^me microstructure que le composite non lineaire, et ou M(r)0 sont des
tenseurs de souplesse d'ordre 4 constants dans chaque phase (inconnus), et ou
V (r) est une fonction d'erreur. Les tenseurs (r) sont des contraintes residuelles


































L'Eq. (1.15) donne des relations supplementaires reliant les variables ^(r) aux
variables (r) etM(r)0 dans le composite lineaire de comparaison. La relation (1.15)



















Le choix de M(r)0 est discute, par exemple dans [? ]. Les equations (1.17) et
(1.15) permettent de determiner les variables inconnues ^(r) et M(r)0 pour tout
choix de tenseur de reference (r). Dans [? ] il est suggere de choisir (r) = (r),
ou, pour eviter certaines dicultes evoquees dans le me^me article, (r) = .
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Cette methode necessite d'evaluer le tenseur de souplesse eectif du materiau
lineaire de comparaison, avec une methode d'homogeneisation lineaire analytique
(Mori-Tanaka, modele auto-coherent, etc.).
Dans le cas des materiaux non lineaires, les estimations de comportement et les
bornes analytiques sont d'une grande importance theorique et pratique lorsque
celles-ci sont applicables. Cependant, en raison des dicultes inherentes a la reso-
lution des problemes locaux non lineaires, ces solutions sont en general obtenues
pour des hypotheses assez restrictives sur la morphologie de la microstructure
et sur les lois de comportement utilisees, et sont insusantes pour e^tre utilisees
dans des calculs de structures, pour des chargements complexes arbitraires. Les
methodes d'homogeneisation numeriques, developpees depuis quelques annees,
permettent de depasser ces limitations. Nous presentons ci-dessous quelques me-
thodes representatives de cette classe de techniques d'homogeneisation.
1.4.1.3 Méthode d’homogénéisation incrémentale par champ moyen
Les methodes d'homogeneisation incrementales sont des extensions de la for-
mulation proposee par Hill [? ] dans lesquelles les contraintes et les deformations
sont reliees par une loi sous la forme :
_(t) = Ctan(t) : _"(t) (1.19)
ou _ est le taux de contraintes macroscopiques, _"(t) le taux de deformations
et Ctan(t) est un operateur tangent dependant de l'etat de deformation et de
l'histoire du chargement. Pour le probleme linearise, il est possible d'appliquer
le principe de superposition et de calculer le module tangent Ctan(t) a chaque
iteration, connaissant la loi de comportement non lineaire dans chaque phase et
la deformation a l'iteration precedente.
Pour un schema d'homogeneisation donne (Mori-Tanaka, modele auto-coherent,
etc.), connaissant l'increment de deformation " applique sur le VER a un ins-
tant tn, il est possible d'evaluer les modules tangents associes aux modeles non
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Figure 1.2 { Approche d'homogeneisation non lineaire incrementale.
lineaires dans chaque phase (voir [? ? ? ]) qui sont utilises pour calculer le mo-
dule eectif a l'instant tn+1. Un schema, propose par Doghri et al. [? ], consiste
a chercher, pour un instant tn+1, la deformation moyenne dans les inclusions. Un
algorithme iteratif est necessaire pour calculer cette deformation moyenne. Soit
h"i
 = " l'increment de deformation, note a l'instant tn, h"ni
 = "n.
Pour une prediction de h"ni
1 , on peut evaluer la moyenne dans la matrice
h"i
0 . A partir des modules tangents calcules dans chacune des phases, le ten-
seur d'Eshelby E peut e^tre evalue (voir par exemple [? ]). On peut alors calculer
le tenseur de concentration B permettant de relier la deformation moyenne dans
chacune des phases a la deformation macroscopique.
Pour un schema de Mori-Tanaka, connaissant "n et "n et les variables d'his-
toire dans les phases au temps tn, le probleme consiste a determiner la contrainte
n+1 et le module tangent C
tan
n+, ou n +  designe le temps t
n+ = tn + t.
L'algorithme est decrit plus en details dans le chapitre 2, et sera etendu a une
approche ou les dierents operateurs seront calcules par elements nis sur des
VER dans les chapitres 3 et 4. Ces methodes ont ete etendues pour des tech-
niques incrementales secantes pour le traitement des composites elastoplastiques
dans [? ? ] ou elastoplastiques avec endommagement dans [? ? ].
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1.4.2 Méthode FE2
Les methodes d'homogeneisation numeriques a deux niveaux ont connu un tres
grand succes ces dernieres annees (voir une revue dans [? ]). Ce type de methode
permet de prendre en compte des comportements arbitrairement non lineaires,
incluant des morphologies complexes, pouvant evoluer, ainsi que des couplages
multiphysiques non lineaires. La methode de base, supposant une separation des
echelles, est souvent mentionnee comme "approche du premier ordre" [? ] est
decrite ci-dessous.
La methode multi-echelle numerique concourante est parfois designee dans la
litterature sous le nom de "Methode d'Elements Finis au carre" (FE2 method) [?
], ou "Elements Finis multi-niveaux". L'idee de ce type de methode est de coupler
des problemes mecaniques a deux echelles simultanement, les uns a l'echelle mi-
croscopique, l'autre a l'echelle macroscopique (voir Fig. 1.3). Ce type de technique
suppose une separation des echelles, ce qui signie que les longueurs d'onde carac-
teristiques associees aux champs de deformations macroscopiques sont beaucoup
plus grandes que la longueur caracteristique des champs a l'echelle microscopique.
Le calcul macroscopique (a l'echelle de la structure) fournit les champs de defor-
mations aux dierents points de Gauss du calcul Elements nis, a une iteration de
Newton-Raphson, permettant de denir des conditions aux limites pour tous les
VER (Volume Elementaires Representatifs) correspondants (voir gure 1.3). La
resolution de tous les problemes non lineaires en chaque point de Gauss fournit
par moyenne des contraintes les contraintes macroscopiques et permet de denir
implicitement une relation de comportement contraintes/deformations a l'echelle
macroscopique, pour des comportements et des microstructures arbitraires. Il est
egalement possible de prendre en compte des microstructures dont la morphologie
evolue. La methode, nommee FE2 par F. Feyel dans [? ], a ete proposee de facon
independante par un certain nombre d'autres auteurs (voir par exemple [? ? ? ?
]). Des extensions ont ete developpees recemment pour les cas de l'homogeneisa-
tion du second ordre [? ? ? ], pour la reduction des calculs locaux en combinant
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Figure 1.3 { Representation schematique de la methode (FE2).
cette methode avec des techniques de reduction de modele par POD [? ? ] ou
pour le traitement des instabilites a plusieurs echelles [? ].
Cette procedure ne necessite pas de specier la loi de comportement macrosco-
pique qui est deduite des non-linearites dans le comportement de la microstructure
associee. Les ingredients de la methode sont resumes ci-dessous :
1. Une modelisation du VER a l'echelle microscopique.
2. Des conditions aux limites imposees sur le VER en fonction des deformations
macro en chaque point d'integration.
3. Une resolution complete du probleme non lineaire sur le VER en chaque
point d'integration, pour calculer par moyenne la contrainte macroscopique.
4. une resolution de type Newton-Raphson au niveau macro.
La resolution du probleme macroscopique non lineaire necessite d'evaluer l'ope-
rateur tangent en chaque point d'integration. Une facon d'evaluer ce tenseur est
d'utiliser une methode de perturbation (dierences nies) a partir des calculs de











ou "(kl) designe une perturbation sur la composante (kl) et "(kl) l'amplitude
de la perturbation. Ce point est une diculte de la methode car cette evaluation
induit une augmentation importante du nombre de calculs locaux non lineaires a
eectuer, qui motivera la methode proposee dans cette these au chapitre 3.
Les methodes de type FE2 orent l'avantage de fournir un cadre general pour
tout type de comportement ou de morphologie, sans restriction. La methode est
tres largement repandue, et a ete recemment introduite dans des codes elements
nis generaux tels qu'Abaqus [? ]. L'inconvenient majeur reste cependant la com-
plexite des calculs numeriques. En eets, le nombre de calculs non lineaires a
eectuer depend du nombre de points d'integration de Gauss, et donc de la taille
du maillage macroscopique. Pour cette raison, les calculs 3D sont prohibitifs a
l'heure actuelle, et les problemes mettant en jeu plus de deux echelles ne sont pas
aujourd'hui envisageables.
Plusieurs extensions ont ete proposees depuis, incluant : (a) la prise en compte
du gradient de la deformation, ou techniques d'homogeneisation numeriques du
"second ordre" [? ? ? ? ? ] ; (b) les approches incluant des discontinuites a l'echelle
macroscopique [? ] ; l'introduction de couplages multiphysiques [? ? ? ? ], l'homo-
geneisation des coques et plaques non lineaires [? ? ? ], les problemes dynamiques
[? ] ou encore d'homogeneisation du contact [? ]. Malgre leur indeniable utilite, les
methodes d'homogeneisation numeriques induisent des cou^ts de calcul prohibitifs
dans certains cas, specialement pour les modelisations tridimensionnelles.
1.4.3 Méthode d’interpolation de bases de données
Pour reduire les cou^ts de calculs lies aux approches de type FE2, des methodes
alternatives ont ete introduites, dites "sequentielles" pour les problemes non li-
neaires ou pour des comportements dependant du temps. Une premiere approche
directe, inspiree par les procedures d'identication experimentales classiques, uti-
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lise des tests virtuels sur des VERs numeriques par calculs elements nis pour
identier les parametres de lois de comportement empiriques (voir par exemple
les recentes contributions de Terada et al. ? ? ). Cependant, classer ces techniques
dans les methodes d'homogeneisation est discutable. Construire la loi de compor-
tement eective sans connaissance a priori sur sa forme analytique est possible,
mais dans un nombre restreint de cas. Une deuxieme approche possible se base
sur la construction d'une relation numerique entre les contraintes eectives et les
deformations macroscopiques) [? ? ? ? ? ? ]. Ces methodes peuvent e^tre appli-
quees pour l'elasticite non lineaire ou pour la viscoelasticite lineaire, comme decrit
ci-apres. Une troisieme classe de methodologies, valides pour les materiaux visco-
plastiques en petites deformations, utilise des calculs preliminaires pour construire
une base de modes anelastiques (methodes TFA et NTFA). Nous decrivons ces
dierentes techniques ci-dessous.
1.4.4 Approches séquentielles pour lesmatériaux hyperléastiques
1.4.4.1 Rappels d’homogénéisation en grandes déformations
Le lemme de Hill-Mandel stipule que si le VER est soumis a des conditions
aux limites homogenes en deplacements ou periodiques, alors
hP : Fi = hPi : hFi : (1.21)
avec P et F le premier tenseur de Piola-Kirchho et le tenseur gradient de la
deformation, respectivement. Une consequence de ce lemme est que le premier
tenseur de Piola-Kirchho eectif peut e^tre deni par :





ou h:i est l'operateur de moyenne deni sur le VER dans la conguration de
reference et ou 	

(F) denit la fonction de densite d'energie ou potentiel elastique










cr h	r(F)ir ; (1.23)
avec K l'ensemble des tenseurs de gradient de deformation cinematiquement
admissibles, N est le nombre de phases et cr sont les fractions volumiques des
dierentes phases. On peut montrer que 	

est objective. Ainsi, 	(C) = 	

(F).
Il est a noter que seuls F et P peuvent e^tre denis comme la moyenne de leurs
quantites microscopiques. De plus, on a les relations :
S = F
 1






avec J = detF:. Une relation similaire a (1.22) peut e^tre etablie pour relier le
second tenseur eectif des contraintes de Piola-Kirchho S et le tenseur des de-





















ou nous notons le produit (A
B)ijkl = 12 (AikBjl + AilBjk). Ainsi, on obtient
S = F
 1

















cr h	r(C)ir ; (1.29)
ou K est l'ensemble des tenseurs de deformation admissibles C.
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En d'autres termes, pour une deformation macroscopique donnee C, la valeur
correspondante de 	(C) est determinee en evaluant la moyenne spatiale des po-
tentiels locaux 	(X;C), ou C(X) est un champ de deformation admissible. De la






Dans la methode NEXP [? ? ], le comportement eectif de materiaux hete-
rogenes non lineaires est obtenu par le biais d'une base de donnees decrivant le
potentiel eectif 	(C), qui est evalue numeriquement puis interpole dans l'espace





ou Ni sont des fonctions d'interpolation dans l'espace des deformations macro-
scopiques. Pour cela, des calculs par elements nis sont realises sur un VER en
plusieurs points d'un domaine decrivant l'espace de deformation. Les deformations
correspondantes sont alors appliquees sur le bord du VER et le probleme local
non lineaire est resolu par elements nis. Une fois calcules et stockes, les valeurs








Finalement, l'operateur tangent, L, (necessaire a l'echelle macroscopique en
tout point d'integration de la structure macro pour resoudre le probleme dans un








Le probleme local etant resolu dans le but de calculer le potentiel 	(C), il est
utile de denir les conditions aux limites par rapport a C. Comme 	 ne depend
pas des rotations R, on peut choisir R = I, qui conduit a F = U = C
1=2
.






1.4.5 Méthode séquentielle pour l’homogénéisation des compo-
sites linéaires viscoélastiques
Pour les problemes viscoelastiques, bien que le probleme soit lineaire, la forme
integrale de la loi de comportement sut a induire des dicultes importantes pour
l'homogeneisation. Pour lever ce probleme, les approches sequentielles numeriques
permettent de traiter l'homogeneisation des composites viscoelastiques dans le
domaine temporel. Nous decrivons ci-dessous la methode proposee par Tran et
al. [? ].
On considere un composite dont les phases sont lineaires et viscoelastiques, en
supposant de petites deformations. Dans ce cas, il a ete montre que le materiau











 (t  s) : d"(s)
ds
ds+  (t) : "(0); (1.35)
ou (t) = h(t)i et "(t) = h"(t)i. Pour une morphologie de microstructure et
des lois de comportement locales arbitraites, la forme analytique du tenseur de
relaxation du quatrieme ordre  (t) est inconnue. Cependant, une approximation
numerique de  (t) peut e^tre construite, comme propose dans [? ]. Pour cela, une
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ou M est le nombre de fonctions de forme non nulles au temps t et ijklp sont les
composantes du tenseur de relaxation eectif echantillonne au temps tp tel que :
[ ]ijkl (t
p)  ijklp (1.37)
et ijklp (t) est la fonction d'interpolation associe au pas de temps t
p. Dans l'Eq.
(1.36), la sommation n'est pas realisee sur les indices i; j; k et l. En choisissant
"(t) = H(t)"(ij); (1.38)
ou H(t) est la fonction de Heaviside et "(ij) est une deformation elementaire




 (t  s) : "(ij)(s)ds; (1.39)
ou (t) est la fonction de Delta Dirac. En utilisant la propriete
Z t
 1





















ij (t) est le tenseur des contraintes du second-ordre dans le VER obtenu par
resolution numerique du probleme de VER en temps en appliquant une deforma-
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Figure 1.4 { Homogeneisation d'un materiau heterogene viscoelastique par une
approche d'homogeneisation numerique sequentielle [? ]. (a) Structure. (b) VER.
(c) Reponse de la structure a un chargement permanent dans le temps.





 el + el 
 ek) ; k = 1; :::; 3; l = 1; :::3: (1.42)
Dans les Eqs. (1.41)-(1.42), "0 est une constante arbitraire, susamment petite
pour maintenir l'hypothese des petites deformations. Un algorithme simple peut
alors e^tre deni pour calculer la reponse a l'echelle d'une structure dans un cadre
elements nis (voir par exemple [? ] pour plus de details. Une illustration d'un
calcul de structure heterogene viscoelastique est fourni dans la gure 1.4.
1.4.6 Méthode NTFA
Dans cette approche, les constituants sont supposes e^tre des materiaux stan-
dards generalises (voir [? ] ou [? ]). En tout point de chaque materiau, le com-
portement est decrit par l'etat de deformation innitesimal " et un ensemble de
variables internes  decrivant les phenomenes irreversibles tels que la plasticite

















ou ' et  sont des potentiels duaux convexes. Nous decrivons dans un premier
temps brievement la methode TFA (Transformation Field Analysis), proposee
initialement par Dvorak [? ]. On considere les equations suivantes associees au
probleme local deni sur le VER deni dans un domaine ouvert 
 contenant des
interfaces designees collectivement par   :
div (x) = 0 dans 
n ; (1.45)
h"(x)i = " (1.46)
(x) = C(x) : ("(x)  "an(x)) (1.47)
ou (1.46) est associee a des conditions aux limites sur le bord du VER, pour une
deformation macroscopique donnee " et ou C(x) est le tenseur elastique, et "an(x)
un champ de deformations anelastiques, dues aux phenomenes dissipatifs (plasti-
cite, endommagement, etc.). En introduisant (1.47) dans (1.45) et en considerant
(1.46), la solution en deformation du probleme lineaire (1.45), (1.46), (1.47) peut
e^tre exprimee, gra^ce au principe de superposition, comme :




D(x;y) : "an(y)dy: (1.48)
Dans (1.48), D est un operateur de Green du quatrieme ordre deni sur 
 et dy
designe une integration par rapport a la variable y. Sous cette forme, en utilisant
(1.47) et en exprimant la moyenne des contraintes  = h(x)i, on aboutit a
une expression dependante du champ local anelastique complet "an(x) au niveau
microscopique, correspondant a un nombre inni de variables internes pour la
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loi de comportement a l'echelle macroscopique. L'idee de la methode TFA est de






ou (r)(x) est une fonction caracteristique telle que (r)(x) = 1 dans la phase r
et 0 dans le reste du domaine, et "anr un champ de deformations libres uniforme
dans chaque phase.
En introduisant (1.49) dans le probleme (1.45), (1.46), (1.47), "(x) peut e^tre
decompose comme :
"(x) = A(x) : "+
NX
r=1
Dr(x) : "anr (1.50)
ou Dr(x) sont des tenseurs du quatrieme obtenus en resolvant le probleme (1.45),
(1.46), (1.47) pour " = 0 et pour des composantes unitaires de "anr . En utilisant
(1.47) et en prenant la moyenne spatiale sur 
, on obtient la loi de comportement
macroscopique suivante :
 = C : "+
NX
r=1
Dr : "anr (1.51)
avec










avec I le tenseur identite du quatrieme ordre. La loi de comportement depend a
present d'un nombre ni N de variables internes, dont l'evolution est donnee par


















anr = r  Xr; Xr =
@ (wan)(r)
@"an







(r) ; r = h(x)i
(r) : (1.56)
Il a ete montre que la methode TFA donnait des resultats peu precis en pratique
[? ]. Une solution pour ameliorer la qualite de l'approximation est de subdiviser
les sous-domaines associes aux champs de deformations anelastiques uniformes,
mais au prix d'un accroissement important du nombre de variables internes.
La methode NTFA (Non Uniforme Transformation Field Analysis) proposee
par Michel et Suquet [? ] remplace la decomposition (1.49) par une decomposition





Cette decomposition est completee par plusieurs hypotheses sur les modes
anelastiques, comme l'incompressibilite des modes plastiques (tr ("anr (x)) = 0),





= 1), avec (:)eq designant la partie deviatorique d'un tenseur du
second ordre.
Un modele a ete propose dans [? ] pour decrire l'evolution des variables in-
ternes. Les modes anelastiques "ank (x) peuvent e^tre determines par simulations nu-
meriques en appliquant des chargements representatifs sur le VER. Une methode
ecace pour la selection des modes est la methode POD (Propper Orthogonal
Decomposition) [? ], qui permet de selectionner les modes orthogonaux les plus
representatifs a partir d'une collection de modes echantillonnes [? ]. L'evolution
des variables internes est un point cle et delicat.
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1.4.7 Calculs multi-échelles intensifs
D'autres solutions ont ete proposees pour reduire les calculs dans le cadre
des calculs de structures non lineaires heterogenes a deux echelles, basees sur
la distribution en parallele des calculs ou par l'introduction de techniques de
reduction de modele . Par exemple, dans Matous et al. [? ? ], un code parallele
hierarchique a ete utilise pour resoudre des problemes d'endommagement dans
un cadre de double echelle. D'autres techniques basees sur des calculs GPU et
des methode de reduction de modele ont ete proposee par exemple par Fritzen et
al. [? ].
1.5 Conclusion
Dans ce chapitre, un etat de l'art des methodes d'homogeneisation a ete pre-
sente. Les methodes analytiques et semi-analytiques fournissent des solutions ra-
pides a calculer, mais sont limitees en termes de morphologies de microstructures
et de comportements locaux. D'autre part, la seule methode vraiment generale, la
methode numerique multi-niveaux (FE2) pour traiter tous types de comportement
local et de microstructure dans un cadre non lineaire necessite des calculs nume-
riques tres cou^teux. Les autres familles de methodes passees en revue possedent
toutes les avantages et inconvenients des deux premieres approches citees. Les
approches incrementales d'homogeneisation par champ moyen possedent nean-
moins l'avantage de permettre de travailler dans un cadre linearise et d'utiliser
les outils des approches lineaires (analytiques et numeriques). La motivation de
ce travail est de proposer une nouvelle methode alliant avantages des calculs nu-
meriques et minimisation des cou^ts de calculs en vue de permettre l'introduction
des modeles construits dans un cadre de calcul de structure. Pour cela, nous ex-
plorerons donc le cadre des methodes d'homogeneisation incrementales avec une
amelioration de la precision a l'aide de calculs elements nis sur des VER. L'autre
problematique peu traitee, et necessaire pour developper ces methodes, est de de-
nir la taille du VER dans le cadre non lineaire lorsque les microstructures sont
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aleatoires. Dans une premiere partie (chapitre 2), nous utiliserons les approches
incrementales semi-analytiques par champ moyen pour denir une demarche ori-
ginale pour determiner la taille de VER pour des composites elastoplastiques et
elasto-viscoplastiqeus. Dans une seconde partie (chapitre 3), nous proposerons
une nouvelle methode d'homogeneisation numerique basee sur l'homogeneisation
incrementale et utilisant des calculs locaux par elements nis. Dans les deux par-
ties, les modeles developpes seront utilises ou inclus dans des approches de calculs
de structures heterogenes non lineaires.
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Chapitre 2
Procédure de détermination de la
taille du VER pour des composites
non linéaires basée sur une méthode
d’homogénéisation incrémentale
2.1 Introduction
Un concept fondamental dans l'homogeneisation des materiaux composites
aleatoires est le volume elementaire representatif (VER). Cette notion permet de
denir le comportement eectif des materiaux heterogenes a partir de la determi-
nation du domaine associe a la microstructure. Les proprietes ainsi determinees
peuvent e^tre injectees dans un outil de calcul par elements nis des structures.
Si cette notion de VER est aujourd'hui bien denie pour les composites lineaires
aleatoires, de nombreuses questions restent sans reponse quand on considere les
materiaux heterogenes non lineaires. Une revue des dierentes denitions du VER
peut e^tre trouvee dans [? ] pour les materiaux lineaires et non lineaires. Plusieurs
methodes statistiques ont ete proposees, incluant, parmi d'autres, les procedures
de Kanit et al. [? ], Gitman et al. [? ], ou Pelissou et al. [? ].
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Une premiere classe de methodes pour l'etude de la taille du VER inclut les
approches basees sur l'homogeneisation analytique, limitees principalement aux
cas lineaires. Ces techniques (voir par exemple [? ? ? ], ont ete utilisees pour
etudier des inclusions spheriques ou ellipsodales et ont ete utiles dans certaines
situations, pour determiner la taille du VER par rapport a la caracteristique des
inclusions.
Une seconde classe d'approches, basees sur des methodes numeriques telles que
la MEF (voir, par exemple, parmi beaucoup d'autres, ([? ? ? ? ? ]), utilise des
calculs sur une cellule unitaire et permet de determiner la taille du VER via des
analyses statistiques s'appuyant sur des calculs numeriques. Ces techniques ont
ete appliquees principalement aux cas lineaires, et dans quelques etudes recentes
aux cas de materiaux heterogenes non lineaires.
Dans le cas lineaire, la determination de la taille du VER peut e^tre eectuee
par analyse de la convergence statistique des parametres eectifs par rapport a
la taille de la cellule unitaire. Dans [? ], Kanit et al. ont etudie les proprietes
lineaires thermiques et elastiques de microstructures aleatoires polycristalins 3D.
Dans [? ], Ostoja-Starzewski et al. ont eectue des investigations sur les polycris-
taux aleatoires constitues de cristaux de formes cubiques. D'autres exemples dans
le domaine de l'elasticite peuvent e^tre trouves dans [? ? ? ? ? ]. Des applications
a l'os cortical, des modeles de dynamique moleculaire de supports polymeriques
poreux peuvent e^tre trouves dans [? ? ? ]. Dans [? ], de nouveaux criteres pour
determiner la taille du VER a matrice elastique aleatoire ont ete proposes ainsi
que des estimations pour les tailles du VER. Dans [? ], une theorie stochastique
d'homogeneisation a ete introduites pour les composites elastiques anisotropes
aleatoires qui ne peuvent pas e^tre decrits en termes de leurs constituants et pour
lesquels les methodes classiques ne peuvent pas e^tre appliquees, comme l'os cor-
tical ou des membranes biologiques. Dans [? ], une methode utilisant le concept
de periodisation de milieux aleatoires a ete utilisee pour estimer les proprietes
eectives des composites aleatoires en utilisant des petits volumes.
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Dans le cas non lineaire, la plupart des methodes proposees sont basees sur
l'analyse de la convergence de la reponse eective (par exemple la contrainte
homogeneisee) a un point de la courbe de chargement, par rapport a la taille [? ?
? ]. Des etudes plus recentes ont analyse la convergence des parametres identies
lies a un modele macroscopique empirique par rapport a la taille de cellule unitaire
[? ? ].
Dans cette these, une nouvelle methodologie pour estimer la taille du VER pour
les composites non lineaires est proposee, pouvant s'appliquer aux materiaux he-
terogenes non lineaires, comme pour les applications en jeu dans le projet lie a
cette these tels que les materiaux cimentaires renforces de bres composites ou
les composites a matrice polymere elastoplastiques et viscoplastiques. La tech-
nique combine une analyse statistique basee sur la convergence des parametres
macroscopiques identies et l'homogeneisation. Une technique d'homogeneisation
incrementale [? ] par champ moyen est utilisee, ce qui permet de fournir la loi de
comportement eectif du materiau. Ensuite, la convergence des parametres asso-
cies au processus d'homogeneisation est analysee par rapport a la taille du VER a
travers une mesure appropriee. L'avantage de cette methodologie est double : (a)
la taille du VER pour les materiaux non lineaires comme celles elasto-plastiques
ou elasto-visco-platique peut e^tre estimee ; (b) les parametres identies a partir
du calcul du VER peuvent e^tre utilises pour eectuer des calculs de structure lies
au materiau homogeneise.
2.2 Revue de la méthode incrémentale utilisée dans
l’homogénéisation
Les schemas d'homogeneisation incrementaux sont des extensions de la for-
mulation proposee par Hill [? ] dans lequel les contraintes et les deformations
macroscopiques sont reliees par la loi de comportement donnee sous la forme
suivante :
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_(t) = Ctan(t) : _"(t); (2.1)
ou _ et _"(t) sont les taux de contraintes et de deformation, respectivement, et
Ctan(t) est l'operateur tangent eectif en fonction de l'etat de deformation reelle
et de l'historique du chargement. Pour le probleme linearise, il est possible d'appli-
quer le principe de superposition et de calculer l'operateur tangent eectif Ctan(t)
a chaque iteration, a partir de la connaissance de la loi de comportement non
lineaire dans chacune des phases et de la deformation a la premiere iteration.
Soit 
 un domaine dans Rd associe au VER, d etant la dimension de l'espace. Le
bord de 
 est notee @
. Nous supposons que 
 contient deux phases, la matrice,
associee a un domaine 
0 et l'inclusion, associee a un domaine 
1. Les interfaces
entre les phases sont supposees parfaitement delimitees.
Pour un schema d'homogeneisation analytique donne (par exemple auto-coherent,
Mori-Tanaka, voir [? ]), a partir d'un increment de deformation " deni sur le
VER a l'instant tn, il est possible d'evaluer les modules tangents associes a la loi
constitutive non lineaire dans chaque phase (voir par exemple [? ? ? ], qui sont
utilises pour calculer le module tangent eectif a l'instant tn+1 . Par exemple,
dans le schema propose par Doghri et al. [? ], le probleme consiste a determiner a
l'instant tn+1 la deformation moyenne dans les inclusions a chaque iteration. Un
algorithme iteratif est alors necessaire pour evaluer cette deformation moyenne.
Soit h"i
 = " l'increment de deformation, notee a l'instant tn h"ni
 = "n.




 signie la moyenne spatiale sur le domaine !. La
matrice et les inclusions sont associees a l'indice 0 et 1 respectivement. Les de-
formations moyennes dans la matrice et dans les inclusions sont notees h"i
0 et
h"i
1 respectivement. Pour un nouvel increment de h"ni
1 , la deformation
moyenne de la matrice h"i
0 peut e^tre calculee par :
" = h"i
0 (1  f1) + f1 h"i
1 ; (2.2)
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ou f1 est la fraction volumique des inclusions. En utilisant l'expression du module
tangent calcule dans chaque phase, le tenseur d'Eshelby E peut e^tre evalue (voir
par exemple [? ]). Nous pouvons alors calculer les tenseurs de concentration Ar qui
lie la deformation moyenne dans chaque phase r a la deformation macroscopique
par :
h"i
0 = [f1Ar + (1  f1)I]
 1 : "; (2.3)
h"i
1 = Ar : [f1Ar + (1  f1)I]
 1 : "; (2.4)
ou Ar est exprime par (1.4), avec C0 et C1 les modules tangents associes aux
lois de comportement non lineaires dans chaque phase. Enn, le module tangent
eectif est donne par :
C = [f1C1 : Ar + (1  f1)C0] : [f1Ar + (1  f1)I] 1 : (2.5)
Pour le schema de Mori-Tanaka, l'algorithme propose par Doghri et al. dans [?
], est decrit comme suit : Soit [tn; tn+1] un intervalle de temps. Etant donnes "n,
"n et les variables internes dans les phases a l'instant tn, le probleme consiste a
determiner la contrainte globale n+1 et le module tangent Cn+, ou n+ designe




{ Tant que kRk > TOL , ou TOL est la tolerance numerique :
1. Iteration k (L'indice superieure k est omis pour des raisons de simpli-
cite)
2. Etant donnees h"ni
1 et h"i
1 , calculer, a partir de la loi de compor-
tement non lineaire de l'inclusion, le module tangent C1  C1(n+1) .
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1  f1 : (2.6)
4. Etant donnees h"ni
0 et h"i
0 , calculer, a partir de la loi comporte-
ment non lineaire de la matrice, le module tangent C0  C0(n+1) .
5. Extraire la partie isotrope Ciso0 de C0 (voir la justication et les details
dans [? ])
6. Calculer le tenseur d'Eshelby E pour Ciso0 .
7. Calculer C0 et C1 a l'instant tn+ :
Ci(n+) = (1  )Ci(n) + Ci(n+1) i = 0; 1;  2 ]0; 1] : (2.7)





C 10(n+) : C1(n+)   I
io 1
: (2.8)
9. Verier la compatibilite de la deformation moyenne dans l'inclusion par
le calcul du residu :
R = B : [f1B + (1 + f1)I] 1 : "  h"i
1 : (2.9)
10. SI kRk  TOL, on are^te le processus iteratif.






+ R;  2 ]0; 1] : (2.10)
{ A la convergence, calculer le module tangent eectif Cn+ et la contrainte
macroscopique comme suit :
Cn+ =
h
f1C1(n+) : Ar + (1  f1)C0(n+)
i
: [f1Ar + (1  f1)I] 1 ; (2.11)
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 = Cn+ : "; (2.12)
n+ = (1  )n + : (2.13)
2.3 Méthodologie proposée pour déterminer la taille
du VER
2.3.1 Description de la procédure
La procedure de determination de la taille du VER est decrite comme suit :





, ou K est determine
par le critere de tolerance denie dans (2.17)-(2.21) et V 1 est la taille minimale du
VER. Le volume est donne par V = L2H, L designant la longueur du domaine
carre associe a 
(V ) et H est longueur unitaire. Le bord de 
(V ) est note par
@
(V ).
Pour chaque volume V k, on suppose que la geometrie de la microstructure
est modelisee par un vecteur de Rm, de variables aleatoires avec la distribution
de probabilite P dont le support est un sous ensemble de Rm. Les parametres
geometriques possibles aleatoires sont representes par le vecteur aleatoire . Les
realisations independantes  = frgRr=1 du vecteur aleatoire  sont generees ici
par une distribution uniforme d'inclusions centrees dans 
 , en rejetant les po-
sitions induisant une intersection avec les inclusions introduites precedemment.
Une illustration d'une realisation de la microstructure est fournie dans la gure
2.1. Les lois de comportement de chaque phase sont non-lineaires. Ensuite, R rea-
lisations de la morphologie de la microstructure sont generees, R etant determine
par le critere deni en (2.22). Pour chaque realisation r , un calcul par elements
nis direct est eectue, a partir d'un historique de chargement macroscopique
"(t) sur le VER a travers des conditions aux limites periodiques :
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Figure 2.1 { Exemple de realisation de la microstructure
u(t) = "(t)x+ ~u(x; t) sur @
(V k); (2.14)
avec ~u(x; t) une uctuation periodique. En denissant une discretisation en temps
T = [t1; t2; :::; T ] et en resolvant le probleme non-lineaire pour t 2 [0; T ], la
reponse de contrainte eective est calculee par :






(V k; r; t;x)d
; (2.15)
ou (V k; r; t;x) est la contrainte locale dans le VER a l'instant t , pour le volume
V k et pour la realisation r . Cette solution constitue la solution de reference pour
l'ensemble fk; rg. Ensuite, en choisissant une loi empirique appropriee denie par
les P coecients  = f1; 2; :::; Pg , la procedure incrementale decrite dans
la section precedente est suivie, ou le comportement des inclusions est determine
par les valeurs xes de coecients, mais ou le comportement de la matrice est
associe avec les coecients  . La reponse en contrainte macroscopique peut e^tre
evaluee de maniere ecace par (2.13) et est notee ^(V k; r; t).





(V k; r; t)  ^(V k; r; t)2 dt; (2.16)
avec kek2 = e : e. Pour un volume donne V k , l'operation est repetee pour R
realisations, jusqu'a atteindre le critere de convergence, denie dans la section
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method with fixed coefficients
Identification of an empirical law
Reference solution
Proposed method
Figure 2.2 { Identication des parametres numeriques  par 3 approches pour
un comportement elasto-plastique, et une fraction volumique f = 0:5.
suivante. Les parametres convergents associes relatifs a la loi de comportement
de la matrice pour le schema d'homogeneisation incrementale sont designes par
(V k).
Ensuite, le volume est augmente a V k+1 et les etapes precedentes sont repetees.
Enn, la convergence est veriee par rapport au volume k, deni dans la section
suivante. Le volume associe a la convergence par rapport a la tailleK et au nombre
des realisations R fournit une estimation de la taille du VER, note V = V K;R.
2.3.2 Critère de convergence
2.3.2.1 Convergence des paramètres empiriques pour un volume donné
Pour un volume donne V k, la convergence de P parametres j(V
k), j = 1; :::; P








ou R designe le nombre des realisations independantes pour le volume V k xe,
pour la realisation r. Soit j le vecteur regroupant les R realisations indepen-









Dans (2.17), M j et D
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Le critere de convergence est choisi de telle sorte que :
rel  rel; (2.21)
ou rel est une erreur de tolerance donnee. Dans notre travail, nous avons choisi
rel = 0:05.
2.3.2.2 La convergence des paramètres empiriques par rapport au volume
Plusieurs approches ont ete proposees precedemment pour determiner les cri-
teres de convergence relatifs a la convergence par rapport au volume du VER,
et les estimations du volume du VER associe (voir Kanit et al. [? ], Gitman et
al. [? ], ou Pelissou et al. [? ]). Dans [? ], l'estimation de la variance par rapport
a la taille du volume a ete modelisee par une loi de puissance, ce qui necessite
la determination d'une metrique appropriee. Dans notre travail, la convergence
de (V ) est simplement estimee par une analyse de convergence numerique par
rapport a V comme suit :
(V k+1) (V k)
k(V k+1)k <  (2.22)
ou  est un parametre de tolerance.
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Remarque Une approche plus simple aurait pu e^tre encore proposee, consistant
a identier directement les parametres d'une loi empirique choisie pour le
composite homogeneise, sans utiliser la procedure d'homogeneisation incre-
mentale pour obtenir ^(V k; r; t). Cependant, cette approche presente deux
inconvenients : (a) tout d'abord, sans aucune connaissance de la loi constitu-
tive eective, la plage de variation des parametres servant a l'identication
peut e^tre tres grande, ce qui conduit a des calculs lourds associes a mini-
miser (2.16) ; (b) une loi de comportement classique peut conduire a des
resultats erones par rapport a la solution de reference, comme illustre ci-
dessous dans la gure 2.2. Une autre option aurait ete d'analyser la reponse
en termes de contrainte macroscopique du composite en appliquant direc-
tement la procedure d'homogeneisation incrementale, et en utilisant une loi
de comportement avec des valeurs xes pour la matrice. Comme indique
ci-dessous, cela peut egalement conduire a des resultats erones par rapport
la solution de reference. A titre d'illustration, nous comparons dans la gure
2.2 la reponse en terme de contraintes eectives obtenu par un calcul direct
par elements nis (solution de reference) pour le composite non lineaire de-
crit dans 2.4 avec les estimations suivantes : i) par application directe de
la procedure incrementale ; ii) par identication avec une loi de compor-
tement empirique sans utiliser le schema d'homogeneisation incrementale
et iii) par application du schema propose d'homogeneisation incrementale
corrige. On peut noter que la derniere solution est la plus proche de la solu-
tion de reference. Le cas etudie correspond au cas des inclusions elastiques
dans une matrice elasto-plastique, avec une fraction volumique f = 0:5 et
des parametres du materiau fournis dans le tableau 2.1, sauf que le module
d'Young des inclusions et la matrice sont 300 GPa et 15 GPa, respective-
ment. De plus, cette derniere strategie est aussi la plus ecace, car dans
ce cas, la plage de variation des parametres a identier peut e^tre choisie
comme beaucoup plus etroite.
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2.4 Exemples numériques
Pour les deux exemples qui suivent, un VER 2D est considere, contenant des
bres cylindriques reparties de facon aleatoire, comme represente sur la gure 2.1.
Les bres ne peuvent pas s'interpenetrer. Nous avons etudie deux comportements
de la matrice : elasto-plastique et elasto-visco-plastique. Pour chacun des deux
cas, deux fractions volumiques sont etudiees : f = 0:3 et f = 0:5. Pour un
nombre donne de bres et une fraction volumique donnee, on denit la taille du
VER comme etant la longueur d'une are^te du domaine carre contenant les bres,
L =
p
(N)=fD=2, D etant le diametre des inclusions.
2.4.1 Composite avec matrice élasto-plastique
Dans le premier exemple, la matrice est elasto-plastique avec ecrouissage iso-
trope non lineaire. La deformation est supposee composee d'une partie elastique
"e et d'une partie plastique "p comme :
" = "e + "p: (2.23)
La loi de comportement locale est alors donnee par :
 = C : ("  "p) (2.24)
avec
C = 1
 1+ 2I; (2.25)
ou (I)ijkl = 12 (ikjl + iljk), avec  et  les parametres de Lame. Dans le cadre
de la theorie J2, la reponse est supposee elastique si







, s =   1
3
Tr(), Tr(:) est l'operateur trace, Y est la limite
d'elasticite, R(p) est la contrainte d'ecrouissage et p est la deformation plastique
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Matrice Inclusion
Module d'Young E (MPa) 15000 300000
Coecient de Poisson  0.2 0.45
Limite d'elasticite Y (MPa) 80
Module d'ecrouissage 1 (MPa) 60
Exposant d'ecrouissage m 75
Module d'ecrouissage lineaire k (MPa) 20
Table 2.1 { Parametres de materiau pour la matrice et des inclusions pour le
modele elasto-plastique.

















Dans ce travail, la deformation d'ecrouissage est supposee sous la forme sui-
vante :
R(p) = kp+ 1
 
1  e m (2.29)
ou k est le module d'ecrouissage lineaire, 1 est le module d'ecrouissage et m est
l'exposant d'ecrouissage. Les valeurs numeriques des parametres sont indiquees
dans le tableau 2.1.
Comme decrit dans les sections precedentes, les calculs par elements nis sont
realises en imposant une charge de traction " = "11(t)e1 
 e1 sur le VER, an
d'avoir une solution de reference. Quelques illustrations des champs de contraintes
de Von-Mises pour 4 et 144 inclusions, et pour des fractions volumiques f = 0:3 et
f = 0:5 sont montrees dans les gures 2.3 et 2.4. Nous avons observe des bandes
de cisaillement tres localisees pour les petites valeurs de L=D. Cependant, pour
des valeurs beaucoup plus grandes de L=D, ces bandes existent mais restent
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(a) (b)
Figure 2.3 { Composite elasto-plastique : champs de contraintes de Von-Mises
dans le cas d'une fraction volumique f = 0:3 : (a) 4 inclusions, correspondant a
L=D =3.23 ; (b) 144 inclusions, correspondant a L=D = 19:41.
(a) (b)
Figure 2.4 { Composite elasto-plastique : champs de contraintes de Von-Mises
dans le cas d'une fraction volumique f = 0:5 : (a) 4 inclusions, , correspondant a
L=D =2.5066 ; (b) 144 inclusions, correspondant a L=D = 15:03.
limitees et sont stoppees par les inclusions environnantes. Ceci induit un manque
d'ergodicite du processus, qui necessite des tailles elevees de VER (rapport L=D)
pour obtenir des valeurs des parametres a la convergence, comme le montre les
gures suivantes. Ce phenomene a egalement ete montre dans F. Fritzen et al. [?
].
La procedure decrite dans la section 2.3 est eectuee dans les deux cas, f = 0:3
et f = 0:5. Les convergences statistiques des parametres Y , 1, m and k sont
representees par les gures 2.5-2.6. Les erreurs relatives rel ont ete choisies comme
suit : rel = 0:02, 

rel = 0:02, 
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Figure 2.5 { Composite elasto-plastique, f = 0:3 : convergence statistique des
parametres : (a) Y et (b) 1 pour la taille de VER xee a L=D = 3:23.



























Figure 2.6 { Composite elasto-plastique, f = 0:3 : convergence statistique des
parametres : (a) m et (b) k pour la taille de VER xee L=D = 3:23.
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Figure 2.7 { Composite elasto-plastique : convergence du parametre k par rap-
port au volume du VER, ou de maniere equivalente par rapport a L=D ; (a)
fraction volumique f = 0:3 ; (b) fraction volumique f = 0:5.






















Figure 2.8 { Composite elasto-plastique : convergence du parametre Y par
rapport au volume du VER, ou de maniere equivalente par rapport a L=D ; (a)
fraction volumique f = 0:3 ; (b) fraction volumique f = 0:5.
Dans les gures 2.7-2.10, la convergence des parametres par rapport a la taille
du VER L=D est representee. Pour chaque valeur de L=D, nous avons rapporte
les valeurs de convergence en fonction du nombre de realisations R.
Dans le cas de la fraction volumique f = 0:3, on observe une convergence des
dierents parametres pour une taille de VER d'environ L=D = 17  18. Dans le
cas f = 0:5, la taille est a peu pres de L=D = 14  15.
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Figure 2.9 { Composite elasto-plastique : convergence de parametre m par rap-
port au volume du VER, ou de maniere equivalente par rapport a L=D ; (a)
fraction volumique f = 0:3 ; (b) fraction volumique f = 0:5.



























Figure 2.10 { Composite elasto-plastique : Convergence de parametre 1 par
rapport au volume du VER, ou de maniere equivalente par rapport a L=D ; (a)
fraction volumique f = 0:3 ; (b) fraction volumique f = 0:5.
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2.4.2 Composite avec matrice élasto-viscoplastique
Dans le deuxieme exemple, la matrice est supposee avoir un comportement
elasto-visco-plastique. La deformation totale " est suppose e^tre la somme d'une
partie elastique et une partie viscoplastique "vp comme suit :
" = "e + "vp: (2.30)
Les eets visqueux ne sont consideres que dans le domaine de plasticite. L'evolu-





et les contraintes verient (2.26). Dans ce travail, la loi de Norton denie ci-











ou  est le coecient viscoplastique de Norton. Ce parametre indique la sensibilite
viscoplastique du materiau a la vitesse de deformation, Y est la limite d'elasticite,
s est l'exposant viscoplastique et f est la partie viscoplastique de la contrainte,
denie comme suit :
f = J2()  Y  R(p): (2.33)
Les valeurs numeriques de parametres sont indiquees dans le tableau 2.2.
Ici encore, la procedure decrite dans la section 2.3 a ete utilisee. Les illustrations
des contraintes de Von-Mises obtenues lors du calcul de la solution de reference
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Matrice Inclusion
Module d'Young E (MPa) 15000 300000
Coecient de Poisson # 0.2 0.45
Limite d'elasticite Y (MPa) 80
Module d'ecrouissage 1 (MPa) 60
Exposant d'ecrouissage m 75
Module d'ecrouissage lineaire k (MPa) 20
Coecient viscoplastique  2
Exposant viscoplastique s 100
Table 2.2 { Parametres du materiau pour la matrice et les inclusions pour le
modele elasto-viscoplastique
(a) (b)
Figure 2.11 { Composite elasto-viscoplastique : champs de contraintes de Von
Mises dans le cas d'une fraction volumique f = 0:3 : (a) 4 inclusions, correspon-
dant a L=D =3.23 ; (b) 144 inclusions, correspondant a L=D = 19:41
sont representes par les gures 2.11 et 2.12, pour f = 0:3 et f = 0:5 et pour les
cas N = 4 et N = 144 inclusions.
Dans le cas d'un composite elasto-viscoplastique, on observe egalement des
bandes de cisaillement, qui se propagent a l'exterieur de la cellule pour les petites
tailles L=D et sont bloques pour les grandes tailles. Cependant, ces bandes sont
beaucoup moins localisees dans le cas d'un composite viscoplastique et induisent
une convergence plus rapide par rapport a la taille L=D, et conduisent ainsi a de
plus petites tailles de VER.
Dans les gures 2.13-2.18, la convergence des parametres par rapport a L/D
est representee comme dans l'exemple precedent.
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(a) (b)
Figure 2.12 { Composite elasto-viscoplastique : champs de contraintes de Von
Mises dans le cas d'une fraction volumique f = 0:5 : (a) 4 inclusions, correspon-
dant a L=D =2.5066 ; (b) 144 inclusions, correspondant a L=D = 15:03




















Figure 2.13 { Composite elasto-viscoplastique : convergence du parametre k par
rapport au volume du VER, ou de maniere equivalente par rapport a L=D ; (a)
fraction volumique f = 0:3 ; (b) fraction volumique f = 0:5.






















Figure 2.14 { Composite elasto-viscoplastique : convergence du parametre Y
par rapport au volume du VER, ou de maniere equivalente par rapport a L=D ;
(a) fraction volumique f = 0:3 ; (b) fraction volumique f = 0:5.
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Figure 2.15 { Composite elasto-viscoplastique : convergence du parametre 1
par rapport au volume du VER, ou de maniere equivalente par rapport a L=D ;
(a) fraction volumique f = 0:3 ; (b) fraction volumique f = 0:5.





























Figure 2.16 { Composite elasto-viscoplastique : convergence du parametre s par
rapport au volume du VER, ou de maniere equivalente par rapport a L=D ; (a)
fraction volumique f = 0:3 ; (b) fraction volumique f = 0:5.




















Figure 2.17 { Composite elasto-viscoplastique : convergence du parametre m
par rapport au volume du VER, ou de maniere equivalente par rapport a L=D ;
(a) fraction volumique f = 0:3 ; (b) fraction volumique f = 0:5.
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Figure 2.18 { Composite elasto-viscoplastique : convergence du parametre  par
rapport au volume du VER, ou de maniere equivalente par rapport a L=D ; (a)
fraction volumique f = 0:3 ; (b) fraction volumique f = 0:5.
On peut noter que la convergence du coecient d'ecrouissage k et du coecient
viscoplastique  est tres rapide par rapport a la taille L=D, tandis que les autres
coecients convergent beaucoup plus lentement. Enn, on remarque que la taille
du VER L=D pour laquelle la convergence est observee par rapport a l'ensemble
des parametres dans ce cas est d'environ L=D = 14 15. La rapidite du processus
de convergence dans le cas des composites avec une matrice elasto-visco-plastique
peut e^tre expliquee par le fait qu'il y a moins de localisation dans la matrice par
rapport au cas de composites elasto-plastiques.
2.5 Application de la méthodologie proposée pour le
calcul des structures non linéaires hétérogènes
Dans la partie precedente, la methodologie que nous avons proposee permet
de determiner la taille de VER pour des materiaux non lineaires, tels qu'elas-
toplastiques ou elasto-viscoplastiques. Comme nous l'avons note, les coecients,
converges vis-a-vis de cette taille sont associes a la loi de comportement macro-
scopique, peuvent alors e^tre utilises pour realiser un calcul de structure. Notons
que les lois obtenues ne sont pas des formes empiriques mais des parametres

































Figure 2.19 { (a) geometrie du modele complet et (b) geometrie du modele
homogeneise dans le cas d'une fraction volumique des inclusions de 0:3
plus precise que par simple identication des coecients de la loi empirique tout
en restant rapide a evaluer. Nous utilisons donc la loi incrementale construite au
travers de l'etude de convergence de ces parametres pour realier des calculs de
structures, en introduisant la loi obtenue dans le logiciel Abaqus. Nous evaluons
la qualite de la reponse de la structure heterogene en comparant le modele homo-
geneise obtenu avec des calculs de structures complets, ou toutes les inclusions
sont decrites explicitement et maillees dans le modele elements nis. Nous utili-
sons egalement le modele construit pour eectuer des analyses de sensibiltie de la
reponse non lineaire de la structure heterogene par rapport a certains parametres
microstructuraux tels que la fraction volumique des inclusions ou les contrastes
de rigidite entre phases.
2.5.1 Influence de la fraction volumique des inclusions dans le
VER sur le résultat de calcul des structures
On considere une structure heterogene constituee d'un materiau composite
forme d'une matrice elastoplastique et d'inclusions cylindriques, dont la geometrie
et les conditions aux limites sont representees dans les gures 2.19 et 2.20, pour
des fractions volumiques d'inclusions f = 0:3 et f = 0:5, correspondant aux VER
etudies dans la partie precedente pour les cas elastoplastiques. Les parametres du
materiau heterogene sont donnes dans le tableau 2.1. Les parametres du materiau
































10 m 10 m
Figure 2.20 { (a) geometrie du modele complet et (b) geometrie du modele
homogeneise dans le cas d'une fraction volumique des inclusions de 0:5
Fraction volumique 0.3 0.5
Module d'Young E (MPa) 14337 14738
Coecient de Poisson  0.19 0.20
Limite d'elasticite Y (MPa) 72.21 74.35
Module d'ecrouissage 1 (MPa) 67.57 61.16
Exposant d'ecrouissage m 79.5 77.23
Module d'ecrouissage lineaire k (MPa) 19.97 20.26
Table 2.3 { Parametres identies du materiau de la matrice pour le modele
elasto-plastique dans le cas des fractions volumiques des inclusions de 0:3 et de
0:5.
An d'evaluer la qualite de l'approximation construite, nous menons des calculs
complets non lineaires ou toutes les heterogeneites sont explicitement maillees.
Dans cet exemple, nous etudions le deplacement et la contrainte en un point
d'extremite de la poutre. Les champs de deplacement et de contrainte dans la
poutre sont donnes dans les gures 2.21-2.24.
Les courbes deplacement-chargement dans les calculs complets et modele ho-






























Figure 2.21 { Champs de deplacement dans la poutre dans le cas d'une fraction































Figure 2.22 { Champs de contrainte dans la poutre dans le cas d'une fraction




























Figure 2.23 { Champs de deplacement dans la poutre dans le cas d'une fraction































Figure 2.24 { Champs de contrainte dans la poutre dans le cas d'une fraction
volumique f = 0:5 : (a) modele complet ; (b) modele homogeneise
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Figure 2.25 { Deplacement en fonction du chargement : comparaison entre mo-
dele complet et materiau homogeneise dans le cas d'une fraction volumique =
0:3
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Figure 2.26 { Deplacement en fonction du chargement : comparaison entre mo-






























Figure 2.27 { Champs de deplacement dans la poutre dans le cas d'une fraction
volumique f = 0:3 et d'un rapport Ei=Em = 100 : (a) modele complet ; (b)
modele homogeneise
On peut constater dans les gures 2.25 et 2.26 un accord satisfaisant entre le
modele complet faisant oce de solution de reference et le modele homogeneise,
bien que des ecarts apparaissent pour les grandes valeurs de chargements. Cet
ecart est encore plus marque pour la fraction volumique f = 0:5. Cela peut
e^tre explique par les limitations de la methode semi-analytique pour les fortes
fractions volumiques et les eets lies a la separation incomplete des echelles pour
le modele complet, ou les inclusions restent de tailles nies et peuvent sur les
bords engendrer des eets parasites compare au modele homogene.
2.5.2 Influence du rapport entre les modules d’Young de la ma-
trice et des inclusions sur le résultat de calcul des struc-
tures
Nous proposons ici d'etudier l'inuence de ce rapport de module d'Young sur
les resultats de calcul des structures dans le cas non lineaire elastoplastique.
Les rapports que nous avons consideres entre le module Young des inclusions
et de la matrice sont 20, 100 et 200. Les autres parametres materiaux sont ceux
du tableau 2.1. Les comparaisons des champs de deplacement et des champs des
contraintes sont donnes dans les gures 2.27-2.30.
Aussi, les courbes deplacement-chargement dans les 2 cas de materiau hetero-
gene et homogeneise sont donnees par les courbes de la gure 2.31. Nous pou-
vons voir l'inuence du module d'Young sur la reponse en deplacement. Ainsi,
la methode peut e^tre utilisee pour realiser des etudes parametriques de calcul de
































Figure 2.28 { Champs de contraintes dans la poutre dans le cas d'une fraction






























Figure 2.29 { Champs de deplacement dans la poutre dans le cas d'une fraction
































Figure 2.30 { Champs de contrainte dans la poutre dans le cas d'une fraction
volumique f = 0:3 et d'un rapport Ei=Em = 200 : (a) modele complet ; (b)
modele homogeneise
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Diagramme de déplacement et de force

















Figure 2.31 { Deplacement en fonction du chargement avec (a) modele complet
et (b) modele homogeneise
vis-a-vis de la qualite du modele homogeneise par rapport a la solution du modele
complet sont similaires au cas traite precedemment, avec un accord satisfaisant
entre les deux modeles.
2.6 Conclusion
Dans ce chapitre, en premiere contribution, une nouvelle methode de deter-
mination de la taille de VERs pour des comportements locaux non lineaires tels
qu'elastoplastiques ou elasto-visco plastiques avec des microstructures aleatoires
a ete proposee. Dans le cas non lineaire, la plupart des approches disponibles
sont basees sur la convergence d'une reponse non lineaire du VER, necessitant
la construction d'une metrique appropriee. L'originalite de notre approche est
d'etudier directement la convergence statistique des parametres d'une loi empi-
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rique ttant la reponse du VER sous chargement, qui est calculee numeriquement.
Cependant, une telle approche directe peut conduire a des temps de calculs pro-
hibitifs sans connaissance prealable sur les plages de validite des parametres.
Pour contourner ce probleme, notre approche utilise une reponse incrementale
construite par la methode de Doghri et al. [? ] et utilise seulement les parametres
empiriques associes a un comportement ctif de la matrice. Ainsi, les plages de
recherche lors de l'identication des parametres peuvent e^tre choisies beaucoup
plus etroite et les calculs associes reduits considerablement. Une procedure basee
sur l'analyse statistique de ces parametres a ete conduite pour des composites
contenant des distributions aleatoires de bres rigides elastiques dans des ma-
trices elastoplastiques ou elasto-visco plastiques. Nous avons trouve une taille
caracteristique du VER de l'ordre de 17-18 fois le diametre des bres dans le cas
elastoplastique, et 13-15 fois le diametre des bres pour le cas viscoplastique. La
taille plus reduite dans le cas viscoplastique peut s'expliquer par une plus faible
localisation des deformations dans la matrice pour ce cas.
Une seconde contribution a consiste a utiliser les comportements identies par
l'approche precedente sous la forme des lois incrementales semi-analytiques pour
mener des calculs de structures, an de modeliser la reponse de structures hete-
rogenes non lineaires. Les cou^ts de calculs lies a l'evaluation de ces lois sont tres
faibles et le calcul de structure peut e^tre mene en des temps comparables avec un
calcul ou une loi purement empirique est donnee en chaque point d'integration
de la structure. Nous avons utilise ce modele pour eectuer des analyses de sensi-
biltie de la reponse non lineaire de structures heterogenes par rapport a certains
parametres microstructuraux tels que la fraction volumique des inclusions ou les








Dans ce chapitre, nous proposons une methode d'homogeneisation numerique
incrementale pour les materiaux heterogenes non lineaires, avec application aux
composites elastoplastiques. L'objectif est de denir une approximation du com-
portement eectif d'un materiau heterogene non lineaire sans restriction concer-
nant le comportement local des phases, ni sur la morphologie de la microstructure,
tout en reduisant les temps de calculs par rapport a des calculs couples de type
FE2 [? ]. Pour cela, le probleme d'homogeneisation non lineaire est linearise a un
increment de chargement donne et le tenseur eectif elastique tangent est cal-
cule numeriquement par superposition de chargements elementaires dans l'espace
tangent. Une loi incrementale est alors construite, pour exprimer la relation de
comportement eective. L'algorithme general ainsi que les developpements dans
un cadre elements nis sont presentes.
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Figure 3.1 { Volume Elementaire Representatif (VER).
3.2 Formulation du problème micro
On considere un volume elementaire representatif (VER), deni dans un do-
maine 
  Rd, avec d la dimension de l'espace, dont le bord est note @
 (voir
la Fig. 3.1). Les deformations et contraintes microscopiques sont notees "(x) et
(x), respectivement, pour tout point x 2 
. Celles-ci sont liees aux quantites
macroscopiques par les relations :
" = h"(x)i ; (3.1)
 = h(x)i ; (3.2)
ou h:i indique l'operation de moyenne sur 







On considere le probleme d'homogeneisation non lineaire suivant. Soient "(t),
q(t) respectivement un champ de deformations macroscopique et un vecteur de
variables internes au niveau microscopique. On cherche "(x; t) tel que :
div (x;q(t)) = 0 dans 
 (3.3)
sous la condition (3.1).
Si (x; t) est une fonction non lineaire de "(x; t) et de q(x; t), le probleme est
non lineaire et le principe de superposition ne peut s'appliquer. Nous proposons
ici une approche incrementale numerique pour resoudre ce probleme. L'idee est de
lineariser le probleme et de determiner numeriquement l'operateur tangent eectif
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Figure 3.2 { Modelisation incrementale du comportement eectif.
par analogie avec le module elastique eectif pour le probleme d'homogeneisation
elastique lineaire (voir Fig. 3.2). On pose :
R1 = div (x;q; t): (3.4)
On introduit une discretisation du temps sous la forme :
T = f0; t1; t2; :::; tn; tn+1; :::; Tg (3.5)
et l'on pose "(t) = "n et "(t+t) = "n+1 et adptons l'approximation
_"(tn+1) ' "n+1   "n
t
: (3.6)
En appliquant un developpement de Taylor de R1 a l'ordre 1, on obtient :
R1("n+1) = R1("n) +DuR1("n); (3.7)
ce qui conduit, a partir de (3.7), au probleme linearise a l'instant t :
DuR1("n) =  R1("n) (3.8)










On obtient, a partir de (3.8) :
















La condition (3.1) s'exprime, en introduisant la discretisation en temps, comme :
h"(t+t)i = "(t+t) (3.12)
et on a :
h"n +"n+1i = "n +"n+1: (3.13)
En supposant h"ni = "n verifee, on obtient :
h"n+1i = "n+1: (3.14)





=  div (n) ; (3.15)
avec
h"(x)n+1i = "n+1: (3.16)
Le probleme ci-dessus etant lineaire, il est possible d'appliquer le principe de
superposition. La solution "n+1(x) peut alors e^tre reliee a l'increment de defor-
mation macroscopique "n+1 par le biais d'un tenseur de localisation An+1(x) tel
que :
"n+1(x) = An+1(x) : "n+1; (3.17)
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avec










 el + el 
 ek) ; (3.19)
ou ei, i = 1; 2 en 2D sont des vecteurs unitaires de base. La condition (3.16) peut
e^tre veriee pour l'une des conditions suivantes sur @
 :
u(x) = "n+1 x+ ~u (3.20)
ou
u(x) = "n+1 x; (3.21)
ou ~u est une uctuation de l'increment de deplacement periodique. Dans ce travail,
nous avons utilise le deuxieme type de conditions aux limites.
3.3 Homogénéisation
En supposant connue l'expression analytique de Ctann (x) (voir section 3.5.2) et
en remplacant la relation
















Ctann (x) + (1  )Ctann+1(x)
	
: "n+1(x): (3.24)
avec  2 [0; 1]. A ce stade, il est a noter que l'on ne connait pas Ctann+1(x). En
choississant  = 1 on obtient
(x) = Ctann (x;qn) : "n+1(x; t): (3.25)
En utilisant (3.17), on obtient ;
(x) = Ctann (x;qn) : An+1(x) : "n+1: (3.26)
En prenant la moyenne spatiale de (3.26) sur 
, il suit :
h(x)i = 
Ctann (x;qn) : An+1(x) : "n+1: (3.27)




Ctann (x;qn) : An+1(x)

: (3.28)
En remplacant la relation macro






Ctann + (1  )C
tan
n+1
i ("n+1   "n)
t
; (3.30)
avec  2 [0; 1], on obtient nalement la relation :
n+1 = n +
h





De plus, en utilisant (3.17), on a :
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"n+1(x) = "n(x) + An+1(x) : "n+1: (3.32)
Nous choisissons ici de mettre a jour les variables internes dans tout le VER
par un algorithme de prediction-correction (return-mapping) (voir section 3.5.2).














































ij (x) le champ de contraintes obtenus par la resolution elements nis de
(3.42) (voir section suivante.)
3.4 Calcul numérique de An+1(x)
Les solutions [Aijkl]n+1 (x) sont calculees ici numeriquement par la methode











En introduisant les formes vectorielles associees aux tenseurs du second ordre :
["] = f"11; "22; 2"12g ; (3.37)
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[] = f11; 22; 12g ; (3.38)
et en introduisant les discretisations elements nis classiques :
["(u)] = Bue; (3.39)
["(u)] = Bue; (3.40)
avec B une matrice de derivees de fonctions de forme et ue et ue des vecteurs














ce qui conduit au systeme lineaire :















En 2D, pour chacun des problemes elementaires, le systeme (3.42) est resolu




































avec n le nombre de nuds par element, et u
(kl)
e les vecteurs de deplacements




Il est a noter que les variables internes qn+1(x) doivent e^tre actualisees pour
le pas de temps suivant dans tous les points du VER apres avoir evalue les de-
formations locales "n+1(x). Dans le cas elastoplastique traite ici, nous proposons
d'actualiser les variables internes par une operation de type return-mapping dans
les points de Gauss du VER. A noter que cette operation n'est ici qu'un post-
traitement des donnees et peut e^tre parallelisee. Nous rappelons ci-dessous les
etapes de l'algorithme de return-mapping pour des materiaux elastoplastiques
avec ecrouissage lineaire et cinematique.
3.5.2 Algorithme de Return-mapping
L'algorithme de return-mapping pour l'hypothese de contraintes planes est
fourni ci-dessous, d'apres [? ]. On rappelle tout d'abord les equations principales
decrivant la plasticite associative avec ecrouissage isotrope et cinematique (Eqs.
(2.23)-(2.25) ).
On denit :
 = dev()  ; T r() = 0 (3.47)
et la fonction seuil :
77






















k _"p()k d: (3.51)
On a de plus les relations de Kuhn-Tucker :
  0; f(;q)  0; f(;q) = 0 (3.52)
ou q represente un vecteur de variables internes.
Pour un modele d'ecrouissage lineaire, on a :
H 0() = (1  )H; K 0() = [Y + H];  2 [0; 1] (3.53)
avec H une constante materiau et Y la contrainte d'ecoulement. On denit le
tenseur P tel que :
s = dev[] = P : : (3.54)
Enn, on denit la partie deviatorique de ~ telle que
 = P : ~: (3.55)
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L'algorithme de prediction-correction est alors donne ci-dessous. A chaque in-
crement de chargement tn+1, pour un point x du VER, connaissant "
p
n(x), "n+1(x)
, ~n(x), qn :
(1) Calculer les contraintes de prediction et la fonction test
 = C : ("n+1   "pn) ; (3.56)
 =    ~n; (3.57)
et







(2) SI f n+1 < 0 ALORS : FIN








































































n+1 = n+1 + ~n+1; (3.65)







n +P : n+1: (3.67)
(5) Calculer le module tangent
Ctann+1 =  
[ : P : n+1] [ : P : n+1]T
Tn+1 : P :  : P : n+1 + n+1
(3.68)
1 = 1 +
2
3

















(11n+1 + 12n+1)  ("p11n+1 + "p22n+1): (3.71)
FIN
3.6 Choix du paramètre 
Le parametre  dans le schema (3.31) peut inuencer fortement la precision
des calculs, et son choix peut permettre, pour une precision donnee, d'augmenter
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Matrice
Module d'elasticite k (MPa) 20
Contrainte d'ecoulement 0 (MPa) 1
Deformation de reference "0 1
Parametre d'ecrouissage m 0.4
Table 3.1 { Parametres de materiau elastique non lineaire en petites deforma-
tions.
les pas de chargement et ainsi diminuer les temps de calcul. La determination
de sa valeur optimale depend de la loi de comportement et de la microstructure.
Dans cette partie, nous realisons des etudes numeriques pour deux lois de com-
portements non lineaires pour determiner les valeurs optimales de . Pour des
lois analytiques donnees, nous pouvons evaluer l'operateur tangent et comparer
la reponse incrementale avec la reponse exacte en contraintes.


















Dans (3.72), k(r) est le module de compressibilite de la phase r, "m = Tr(")=3
est la deformation hydrostatique ; "eq est la deformation equivalente denie par
"eq =
p
2"d : "d=3 avec "d = "  "m1 et 1 est le tenseur d'identite d'ordre deux.
Dans l'equation (3.72),m(r) est le parametre d'ecrouissage de deformation dans la
phase r et 0  m  1 ; 0 et "0 sont, respectivement, la contrainte d'ecoulement et
la deformation de reference de la phase r. Les cas particuliers,m(r) = 0 etm(r) = 1
correspondent a la plasticite parfaite et a l'elaticite lineaire, respectivement.
Pour ce test, les valeurs des parametres choisis sont indiques dans le tableau
3.1.
Les resultats de l'inuence de  sur l'approximation de la reponse par un
schema incremental sont presentes dans la gure 3.3. Dans ce cas, nous trouvons
une valeur de parametre  optimale de 0.8.
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Figure 3.3 { Inuence du parametre  pour un modele de comportement de
type loi puissance.
Matrice
Module d'Young G (MPa) 15000
Coecient Poisson  0.2
Limite d'elasticite Y (MPa) 60
Module d'ecrouissage lineaire k (MPa) 100
Table 3.2 { Parametres de materiau elastoplastique avec ecrouissage isotrope.
Pour ce deuxieme exemple, la loi de comportement non lineaire etudiee est une
loi elastoplastique avec ecrouissage lineaire. Les parametres sont fournis dans le
tableau 3.2.
Pour un choix judicieux du parametre , les increments de chargements peuvent
e^tre augmente jusqu'a un facteur 10.
Les resultats sont fournis dans la gure 3.4.
Pour cet exemple, la valeur optimale de  est ici encore de  = 0:8.
3.7 Algorithme général
Finalement, l'algorithme propose est resume ci-dessous :
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Figure 3.4 { Inuence du parametre  sur la qualite de la reponse pour une lois
elastoplastique avec ecrouissage lineaire.
(0) Initialiser "0(x) = 0, q0(x) = 0, Ctan0 (x) = C(x), 0 = 0, C
tan
0 = C.
POUR tous les pas de temps (increments de chargement), connaissant qn(x),
"n(x), Ctann (x), n, C
tan
n :
(1) Calculer An+1(x) en utilisant la procedure decrite dans la section 3.4.
(2) Calculer Ctann+1 = hCtann (qn) : An+1(x)i
(3) Actualiser le champ de deformations microscopique dans le VER
"n+1(x) = "n(x) + An+1(x) : ":
(4) Actualiser les variables internes qn+1(x) en appliquant l'algorithme de return-
mapping decrit dans la section 3.5.2 en tout point x 2 
, connaissant
"n+1(x).
(5) Calculer le module tangent (voir section 3.5.2).
(6) Actualiser les contraintes macroscopiques.
n+1 = n +
h











n  n+1 et aller en (1).
FIN
3.8 Calcul de structures hétérogènes élastoplastiques
à deux échelles
Nous decrivons ici une procedure dans laquelle l'algorithme decrit precedem-
ment est utilise en tout point x d'une structure a l'echelle macroscopique, en vue
de calculer la reponse de celle-ci dans un cadre de resolution de type Newton. A
l'echelle macroscopique, le probleme a resoudre est donne par :
div n+1 = 0 8x 2 
; (3.73)
avec les conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann imposes sur les portions
correspondantes du bord @
, @
u et @






F = ; :
n+1n = F on @
F ; u = U on @
u; (3.74)
ou n est le vecteur unitaire sortant normal a @
, et ou F etU sont les eorts et les
deplacements imposes sur la structure a l'echelle macroscopique. Pour resoudre
ce probleme, une procedure de type Newton-Raphson est appliquee, dans laquelle
l'operateur tangent Ctan(t) est evalue par la procedure decrite dans la section 3.3.
Dans la suite, on notera pour alleger les notations u  un+1.
La forme faible associee au probleme (3.73)-(3.74) est donnee comme suit :
trouver le champ de deplacements macroscopique u, u = U sur @












F  ud  = R(u) = 0 8u 2 H10 (
); (3.75)
ou H1(
) et H10 (
) sont les espaces de Sobolev habituels. Le developpement de
Taylor au premier ordre de R au voisinage d'une solution uk connue a l'iteration
k est donnee par :
R(uk +u) ' R(uk) +DuR(uk); (3.76)
Ce qui conduit, au probleme linearise :


















Ctann+1(uk) : "(u) : "(u)d
: (3.78)
En posant [] et ["] les formes vectorielles des tenseurs du second ordre  et ",
et Cn+1 la forme matricielle associee avec C
tan
n+1, ["] = ["(u)] et ["] = ["(u)],




















F  ud : (3.79)
En introduisant une discretisation FEM :
["] = Bue; ["] = Bue; u = Nue; (3.80)
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ou N et B sont les matrices de fonctions de forme et de derivees de fonctions de
forme, et ue et ue sont les valeurs nodales de u et ue, respectivement, nous
obtenons nalement le probleme linearise a resoudre sous la forme :
K
tan


























La procedure est la suivante. A l'echelle de la structure, une procedure de
Newton est appliquee pour resoudre le probleme non lineaire. La loi de compor-
tement locale etant inconnue, on applique, connaissant "n+1 et les quantites a
l'increment de chargement precedent, l'algorithme decrit dans la section 3.7, qui
nous fournit le module tangent Ctann+1 et la contrainte n+1, qui permet de mener
la prochaine iteration de Newton a l'echelle macro apres avoir boucle sur tous
les points de Gauss. Une representation schematique de la procedure de calcul a
deux echelles utilisant l'approche incrementale a l'echelle micro est fournie dans
la gure 3.5.
Pour resumer, la determination de Ctann+1 ne necessite ici que la resolution de
3 problemes elementaires lineaires en 2D, contre IT  (1 + 3) problemes dans
un cadre FE2, avec IT le nombre d'iterations a convergence en chaque point
de Gauss, le facteur 3 etant lie a la necessite d'approximer l'operateur tangent
dans la methode FE2 par dierences nies. En 3D, 6 problemes lineaires sont
necessaires contre IT  (1 + 6) problemes pour la methode FE2. Si l'on suppose
4 iterations a convergence, le gain est d'environ de 5. En comparaison avec la
methode de Doghri [? ], l'operateur tangent est ici calcule numeriquement par
elements nis, permettant de prendre en compte des comportements non lineaires
et des morphologies de microstructures arbitraires. La methode fournit constitue










Figure 3.5 { Procedure de calcul a deux echelles utilisant l'approche incrementale
a l'echelle microscopique.
calculs par rapport a une approche de type FE2 et en ameliorant la qualite par
rapport a une methode semi-analytique incrementale par champ moyen.
3.9 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons propose une nouvelle methode d'homogeneisation
numerique incrementale pour les materiaux heterogenes elastoplastiques. L'origi-
nalite de la demarche est d'utiliser un cadre incremental, dans lequel une ho-
mogeneisation classique basee sur le principe de superposition est realisee dans
le probleme tangent (linearise) a chaque increment de chargement. L'operateur
tangent eectif est ainsi calcule numeriquement par homogeneisation, sans neces-
siter de technique de perturbation. Des calculs sur un VER sont realises par la
methode des elements nis pour calculer les dierents operateurs necessaires a
l'evaluation de l'operateur tangent, comme le tenseur de localisation, permettant
de lever les limitations liees aux approches semi-analytiques, comme l'isotropie du
comportement eectif, ou les types d'ecrouissages dans le modele elastoplastique.
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La technique permet ainsi de combler les limitations des approches incrementales
semi-analytiques telles qu'utilisees dans le chapitre 2, en permettant la prise en
compte de morphologies de mirostructures et de comportements non lineaires
locaux arbitraires. Cependant, la contrepartie reside en des cou^ts de calculs sup-
plementaires lies aux calculs lineaires par elements nis a eectuer sur le VER.
Par contre, cette technique est moins onereuse qu'un calcul non lineaire direct
a chaque increment, car ne necessite que la resolution en chaque point d'inte-
gration de 3 problemes lineaires en 2D, contre un nombre plus important avec
une resolution directe par Newton, qui necessite de calculer plusieurs problemes
pour evaluer les contraintes moyennes et l'operateur tangent par perturbation. La
methode proposee est donc un compromis entre les methodes semi-analytiques in-
crementales, qui sont peu cou^teuses mais moins precises, et une resolution directe
non lineaire, precise mais tres cou^teuse.
La deuxieme contribution proposee dans ce chapitre a ete d'inclure la demarche
ci-dessus dans un cadre de calcul de structure heterogene a deux echelles. Les
conclusions concernant les avantages et inconvenients par rapport (a) a un cal-
cul de structure avec une loi semi-analytique incrementale, comme utilisee dans
le chapitre precedent, et un calcul ou une resolution non lineaire complete est
requise en chaque point d'integration (methode FE2), sont identiques que dans
la premiere partie. Pour analyser quantitativement la qualite de cette approche,
nous proposons dans le chapitre 4 des exemples d'applications a l'homogeneisation
de composites a phases non lineaires elastoplastiques sous chargements cycliques.
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Chapitre 4





Dans ce chapitre, nous presentons des applications de la methode presentee
dans le chapitre 3, en vue de realiser l'homogeneisation de materiaux heterogenes
dont les phases sont elastoplastiques avec ecrouissage isotrope et cinematique.
Dans un premier temps, nous realiserons des tests de validation de la technique
en comparant les reponses sous chargements cycliques obtenues par le modele nu-
merique homogeneise propose et des calculs directs utilises comme reference, et
des comparaisons avec la methode semi-analytique incrementale par champ moyen
de Doghri et al. [? ]. Dans un deuxieme temps, nous utiliserons la methode d'ho-
mogeneisation numerique developpee dans une approche a deux echelles en vue
de realiser le calcul d'une structure heterogene elastoplastique. Plusieurs cas de
morphologies de microstructures seront etudies, incluant des cas severes pour l'ho-
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(a) (b)
Figure 4.1 { Volume elementaire representatif avec une inclusion rigide et ma-
trice elastoplastique, ecrouissage lineaire : (a) geometrie ; (b) maillage.
mogeneisation numerique non lineaire, comme par exemple des microstructures
poreuses ou anisotropes, ou des microstructures issues d'images de microstruc-
tures obtenues par microtomographie.
4.2 Homogénéisation de microstructures élastoplas-
tiques sous chargements cycliques
4.2.1 Microstructure avec inclusion rigide et matrice élastoplas-
tique avec écrouissage linéaire
Dans ce premier exemple, nous considerons un volume elementaire representatif
d'une microstructure dont la geometrie est representee dans la gure 4.1 (a). Le
VER est constitue d'une inclusion elastique rigide circulaire et d'une matrice
elastoplastique. La fraction volumique de l'inclusion est de f = 0:3. La matrice
est elasto-plastique renforcee par une inclusion elastique. Le maillage du VER est
represente dans la Fig. 4.1 (b).
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Matrice Inclusion
Module de Young E (MPa) 45000 300000
Coecient Poisson  0.2 0.45
Limite d'elasticite Y (MPa) 60
Module d'ecrouissage lineaire k (MPa) 200
Table 4.1 { Parametres pour la matrice et les inclusions pour le modele elasto-
plastique avec ecrouissage isotrope lineaire.
la matrice est elasto-plastique, dont le comportement est decrit par un modele
avec ecrouissage isotrope lineaire sous la forme (2.24) avec
f (; p) = J2()  Y  R(p)  0: (4.1)
Pour cet exemple, on choisit le modele :
R(p) = kp (4.2)
ou k est le module d'ecrouissage lineaire. Les parametres numeriques utilises pour
cet exemple sont indiques dans le Tableau 4.1.
Un chargement cyclique est applique sur le bord du VER comme represente
dans la Fig. 4.2. Il est a noter que dans ce travail, les dierents problemes sont
resolus de maniere quasi-statique, et que le temps represente ici l'evolution du
chargement applique.
Pour les dierents exemples presentes dans ce chapitre, l'algorithme decrit dans
la section 3.7 est utilise pour calculer la reponse par la methode incrementale nu-
merique proposee. Nous comparons cette reponse avec un calcul direct (resolution
par elements nis du probleme non lineaire sur le VER), ainsi qu'avec la reponse
fournie par la methode semi-analytique de Doghri et al. [? ]. Pour le premier
exemple, les resultats sont fournis dans la gure 4.3.
Nous pouvons constater que la methode proposee permet une bonne approxi-
mation par rapport a la solution de reference. De plus, celle-ci permet de capturer
l'ecrouissage progressif induit par la plastication heterogene dans la matrice au
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Figure 4.2 { Chargement cyclique applique sur le VER.























Figure 4.3 { Courbes de contrainte-deformation pour le composite a matrice
elastoplastique avec inclusion rigide elastique.
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(a) (b)
Figure 4.4 { Champs de contrainte et deformation dans le VER : (a) "11 et (b)
11.
cours du chargement, ce qui n'est pas le cas pour la methode semi-analytique, qui
ne permet que de capturer un comportement de type elastoplastique sans ecrouis-
sage. On constate donc que la methode incrementale proposee permet d'acceder
a un degre plus n de precision pour l'homogeneisation de composites elasto-
plastiques avec ecrouissage sous chargement cyclique. Comme mentionne dans le
chapitre precedent, le cou^t par rapport a la methode de Newton (calcul direct) est
moindre, en raison du nombre restreint de calculs lineaires necessaires dans l'algo-
rithme presente dans la section 3.7. Les champs de deformations et de contraintes
dans la microstructure pour "11 = 1:5:10
 3 sont representes dans la gure 4.13.
4.2.2 Microstructure poreuse, matrice élastoplastique avec écrouis-
sage linéaire
Dans cet exemple, une microstructure periodique poreuse, dont la geometrie
est representee dans la Fig. 4.5 (a), est consideree.
Ici encore, la matrice est decrite par un comportement elastoplastique avec
ecrouissage lineaire. La fraction volumique de pore est de f = 0:2. Le maillage
utilise est represente sur la gure Fig. 4.5 (b). Les parametres du comportement
utilises sont fournis dans le tableau 4.2.
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Figure 4.5 { Volume elementaire representatif de la microstructure poreuse : (a)
geometrie ; (b) maillage.
Matrice
Module de Young E (MPa) 1:5 106
Coecient de Poisson  0.2
Limite d'elasticite Y (MPa) 60
Module d'ecrouissage lineaire k (MPa) 20
Table 4.2 { Parametres du materiau pour la microstructure poreuse avec matrice
elastoplastique, ecrouissage lineaire.
Le chargement est le me^me que dans l'exemple precedent. Les resultats sont
fournis dans la gure 4.6. Nous pouvons constater que dans ce cas plus severe que
dans le precedent (ici le contraste de proprietes entre la matrice et l'inclusion est
inni), un plus grand ecart est note entre la solution fournie par la methode d'ap-
proximation proposee et la solution de reference. Cependant, la solution proposee
capture ici encore l'ecrouissage progressif et non lineaire apparent du composite,
contrairement a la methode semi-analytique.
Les champs de contraintes et de deformations dans la microstructure pour
"11 = 8:10
 3 sont representes dans la gure 4.7.
94





















Figure 4.6 { Microstructure poreuse : courbe de contrainte-deformation maro-
scopiques sous chargement cyclique.
(a) (b)
Figure 4.7 { Champs de contrainte et de deformation dans la microstructure
poreuse : (a) "11 et (b) 11.
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Matrice Inclusion
Module de Young E (MPa) 1:5 106 3 107
Coecient de Poisson  0.2 0.45
Limite d'elasticite Y (MPa) 60
Module d'ecrouissage cinematique h (MPa) 2E4
Module d'ecrouissage lineaire k (MPa) 20
Table 4.3 { Parametres materiau pour la matrice elasto-plastique avec ecrouis-
sage isotrope et cinematique.
4.2.3 Microstructure avec inclusion rigide, matrice élastoplas-
tique avec écrouissage cinématique
La methode proposee n'etant pas restreinte a des comportements elastoplas-
tiques parfaits ou avec ecrouissage isotrope, nous testons ici ses capacites a re-
produire le comportement d'un composite dont les inclusions sont elastiques et
rigides, et la matrice elastoplastique avec ecrouissage cinematique. L'ecrouissage
cinematique est lineaire et decrit par :
R(p) = (1  )kp+ hp (4.3)
ou k est le module d'ecrouissage lineaire et h le module d'ecrouissage cinematique.
Le parametre  donne la proportion entre l'ecrouissage isotrope et l'ecrouissage
cinematique. On obtient donc un comportement avec ecrouissage purement iso-
trope pour  = 0 et purement cinematique pour  = 1. Dans le cas present, nous
avons choisi  = 0:5. Les parametres numeriques sont indiques dans le tableau
4.3.
Le chargement applique est represente dans la gure 4.8. Nous realisons ici
plus de cycles an de mettre en evidence l'ecrouissage cinematique apparent du
composite.
La reponse contrainte-deformation est representee dans la gure 4.9. Nous
constatons ici encore une meilleure precision de la methode proposee par rapport
a la methode semi-analytique, et pouvons observer que la technique capture bien
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Figure 4.8 { Chargement cyclique applique sur le VER pour le cas du composite
avec phases elastoplastique, ecrouissage cinematique.
l'ecrouissage cinematique apparent du composite induit par l'ecrouissage cinema-
tique de la matrice.
Les champs de deformations et de contraintes pour cet exemple sont representes
dans la gure 4.10 pour "11 = 5:10
 5.
4.2.4 VER élastoplastique anisotrope
L'objectif de ce test est de montrer les potentialites de la methode proposee
pour traiter des cas de microstructures ou les methodes semi-analytiques sont li-
mitees. Nous considerons ici un VER avec une microstructure anisotrope, comme
representee dans la gure 4.11. Tres clairement, ce cas ne peut e^tre traite par les
methodes semi-analytiques telles que proposees dans [? ], car ces methodes ne-
cessitent une etape d'"isotropisation"du tenseur eectif elastique. Nous montrons
ici qu'a l'oppose, la methode incrementale proposee n'est pas restreinte a des cas
isotropes.
Les inclusions sont supposees periodiques et ellipsodales. Les valeurs choisies
pour les semi-axes sont a = 0:3 mm, b = 0:1 mm. L'inclusion est centree dans
un VER carre de largeur L = 1 mm. Les proprietes materiaux sont donnees dans
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Figure 4.9 { Courbes de contrainte-deformation pour le composite avec matrice
elastoplastique, ecrouissage cinematique.
(a) (b)
Figure 4.10 { Champs de contrainte et deformation dans le VER pour le com-
posite a matrice elastoplastique, ecrouissage cinematique : (a) "11 et (b) 11.
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Figure 4.11 { VER pour une mirostructure anisotrope : (a) geometrie ; (b)
maillage.
Matrice Inclusion
Module de Young E (MPa) 1:5 106 6 107
Coecient Poisson  0.2 0.45
Limite d'elasticite Y (MPa) 60
Module d'ecrouissage lineaire k (MPa) 20
Table 4.4 { Parametres materiau pour le VER anisotrope
le tableau 4.4. La matrice est supposee elastoplastique avec ecrouissage lineaire
isotrope, les inclusions elastiques et rigides.
Un chargement cyclique est applique sur le bord du VER. Les resultats sont
presentes dans la gure 4.12. La methode semi-analytique ne pouvant e^tre appli-
quee ici, nous comparons la methode incrementale numerique et la solution de
reference.
Nous constatons un tres bon accord entre la solution de reference et la solution
proposee, me^me dans ce cas limite pour ce cas de microstructure plus complexe.
De plus, on peut apprecier tres nettement l'anisotropie du comportement eectif.
Les champs de deformation et contraintes sont representes dans la gure 4.13
pour "11 = 5:10
 5.
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Figure 4.12 { Courbes de contrainte-deformation pour le VER anisotrope.
(a) (b)
Figure 4.13 { Champs de contrainte et de deformation dans le VER anisotrope :
(a) "11 et (b) 11.
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Figure 4.14 { VER de beton obtenu a partir d'une image segmente a partir
d'une microtomographie.
4.2.5 Microstructure réaliste obtenue à partir d’une image de
microtomographie
Pour les materiaux a microstructures complexes tels que les materiaux cimen-
taires, la prise en compte de microstructures realistes (voir par exemple [? ? ])
est essentielle. Nous evaluons ici la capacite de la methode a traiter des morpho-
logies de microstructures arbitraires. La microstructure etudiee a ete obtenue a
partir d'une image segmentee obtenue par microtomographie d'un materiau de
type beton. La geometrie de la microstructure est decrite dans la gure 4.14.
L'image segmentee est constituee de pixels associes a des proprietes des phases
du materiau. Pour obtenir le modele numerique, chaque pixel a ete associe a un
domaine carre constitue de deux elements triangulaires. Ainsi, les proprietes des
phases sont projetees sur le maillage regulier elements nis.
Une loi de comportement elastoplastique avec ecrouissage isotrope est adoptee
pour la matrice. Les inclusions sont supposees elastiques. Les parametres associes
aux comportements des phases sont fournis dans le tableau 4.5.
Un cycle de charge/decharge est applique sur la microstructure. La reponse
obtenue par le modele incremental est comparee avec un calcul direct dans la
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Matrice Inclusion
Module d'Young G (MPa) 1:5 106 3 107
Coecient Poisson # 0.2 0.45
Limite d'elasticite Y (MPa) 60
Module d'ecrouissage lineaire k (MPa) 20
Table 4.5 { Parametres de materiau du VER de beton






















Figure 4.15 { Courbe contrainte-deformation pour le VER de beton.
gure 4.15. Nous pouvons constater un tres bon accord entre les deux solutions,
montrant la robustesse de l'approche vis-vis des morphologies de microstructures
considerees.
Les champs de contraintes et de deformation pour "11 = 5:10
 5 sont representes
dans la gure 4.16.
4.3 Exemple de calcul de structure hétérogène non li-
néaire élastoplastique à 2 échelles
Dans ce dernier exemple, nous presentons un exemple de calcul de structure
a deux echelles illustrant la demarche presentee dans la section 3.8. La structure
consideree est heterogene, constituee de phase elastoplastiques avec ecrouissage
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(a) (b)
Figure 4.16 { Champs de contrainte et deformation dans le VER de beton : (a)






Figure 4.17 { Geometrie et chargement pour le probleme de structure heterogene
elastopalstique a deux echelles.
isotrope (identique a celui traite dans l'exemple 4.2.1). La microstructure est
associee a un VER deni dans la gure 3.8. La geometrie de la structure et
son chargement sont representes dans la gure 4.17. La reponse de la structure
obtenue par la methode a deux echelles proposee dans cette these et une solution
de reference dont la solution est decrite ci-dessous.
Le deplacement du point superieur droit de la structure macroscopique est
trace en fonction de l'eort applique. Une solution de reference est construite en
realisant un maillage complet decrivant explicitement toutes les heterogeneites.
Les solutions de reference et obtenues par la methode a deux echelles proposee
sont comparees dans la gure 4.18. Nous pouvons constater un accord satisfaisant
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Figure 4.18 { Deplacement vertical d'un point extremite de la poutre.
entre les deux courbes, malgre que des ecarts existent. L'une des hypotheses
pouvant expliquer ces dierences est le type de conditions aux limites imposees
sur le VER pour les calculs micro. Nous avons fait le choix ici, pour des raisons
de simplicite, d'imposer des conditions uniformes en deformation sur le bord du
VER, ce qui peut legerement modier la solution par rapport a des conditions
periodiques. Ce point necessitera des analyses supplementaires.
4.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons presente plusieurs exemples numeriques utilisant
l'approche d'homogeneisation incrementale introduite dans le chapitre 3 appliques
a l'homogeneisation de composites elastoplastiques. Les exemples ont ete choisis
comme etant des cas limites pour les approches semi-analytiques incrementales,
en introduisant : des geometries de microstructures complexes et anisotropes, et
la prise en compte de l'ecrouissage isotrope et cinematique. Pour les dierents
cas, il a ete constate globalement que l'approche proposee permettait un bon
accord avec la solution de reference (fournie par un calcul direct non lineaire) et
pouvait notamment reproduire l'ecrouissage non lineaire apparent induit par la
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plastication heterogene dans la microstructure au cours du chargement, ce que ne
capture pas la methode semi-analytique. Un autre avantage est de pouvoir acceder
aux champs locaux de deformations et de contraintes. Par rapport a un calcul
direct, cette approche reduit le nombre de calculs en exploitant le schema presente
dans le chapitre 3. Enn, nous avons montre les potentialites de la methode pour
un calcul de structures heterogenes elastoplastique, en appliquant cette demarche





Dans ce travail, nous avons developpe des approches dont l'objectif est de per-
mettre le calcul de structures heterogenes non lineaire, en utilisant les avantages
des methodes incrementales et des calculs numeriques par elements nis. Dans une
premiere partie, nous avons propose une methodologie pour determiner la taille
des VER associes a des composites non lineaires dont les phases sont distribuees
arbitrairement. La technique repose sur une identication des coecients d'une
loi empirique associee a la matrice dans un cadre d'homogeneisation incrementale
semi-analytique [? ]. Une analyse de la convergence statistique des parametres
de la loi identiee en vue de determiner la taille du VER. L'idee de n'utiliser
que les parametres de la matrice dans un cadre d'homogeneisation incremental
permet d'obtenir une loi d'allure plus complexe que la loi empirique choisie pour
la matrice pour mieux representer le comportement homogeneise, et d'autre part
permet de reduire les calculs en reduisant l'intervalle de recherche lors de l'iden-
tication des parametres. Une fois construite, la loi peut e^tre utilisee pour des
calculs de structures. Nous avons applique cette demarche pour des composites a
bres longues reparties aleatoirement dans des matrices elastoplastiques et elasto-
visco-plastiques et avons pu d'une part determiner la taille des VER associes, et
d'autre part mener des calculs de structures pour ces materiaux et realiser des
etudes de sensibilite des parametres microscopiques sur la reponse non lineaire de
la structure.
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Dans une deuxieme partie, nous avons introduit une nouvelle methode d'ho-
mogeneisation numerique incrementale. En formulant le probleme de localisation
dans l'espace de chargement tangent, nous avons exploite la linearite des pro-
blemes obtenus pour calculer numeriquement le tenseur elastique tangent eec-
tif par superposition de calculs par elements nis realises sur le VER. Ensuite,
une procedure d'actualisation des dierentes quantites macroscopiques et micro-
scopiques a ete proposee et appliquee en calcul de structures heterogenes non
lineaires, pour des microstructures anisotropes, de morphologies complexes, et
pour des comportements locaux avec ecrouissages isotropes et cinematiques. Les
avantages et inconvenients de la methode par rapport d'une part aux approches
semi-analytiques et d'autre part par rapport a une methode numerique couplee a
deux echelles (FE2) ont ete discutes.
4.6 Perspectives
Ce travail de these ouvre de nombreuses perspectives. D'une part, la metho-
dologie proposee pour determiner la taille des VER dans un cadre non lineaire
pourrait e^tre appliquee pour traiter d'autres types de composites (materiaux elas-
toplastiques poreux, autres formes d'heterogeneites) mais egalement pour d'autres
types de comportements, tels que la prise en compte de l'endommagement, en uti-
lisant les developpements recents des approches semi-analytiques dans ce cadre [?
]. D'autre part, la methode d'homogeneisation numerique incrementale proposee
pourrait e^tre etendue a d'autres types de comportements non lineaires, la de-
marche n'etant pas restreinte aux seuls comportements elastoplastiques, comme
des composites hyperelastiques. En particulier, l'extension au cadre de l'endom-
magement pourrait permettre d'aborder des problemes plus proches des calculs
de structures heterogenes en genie civil. un autre point d'amelioration est la di-
minution des temps de calculs dans la methode, notammement associes a l 'ac-
tualisation des variables internes au niveau microscopique.
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Enn, des developpements pour un cadre incluant des couplages multi phy-
siques non lineaires pourrait permettre de traiter de nombreuses autres classes de





Présentation du logiciel Digimat
DIGIMAT [? ] est une plateforme de logiciels pour la simulation predictive
des materiaux composites. Cet outil est utilise dans de nombreuses applications
industrielles pour modeliser le comportement des composites en tenant compte
de l'orientation locale des bres et du processus de fabrication. Il peut e^tre aussi
applique aux materiaux cimentaires.




Digimat-MF est un logiciel d'homogeneisation par champs moyens utilise pour
predire le comportement non-lineaire des materiaux multi-phaseiques. Il utilise
pour cela deux methodes semi-analytiques principales : Mori-Tanaka et Interpo-
lative double inclusion (Modele Lielens). Le nombre de phases de l'inclusion peut
e^tre superieur a un. Les inclusions peuvent avoir une forme ellipsode, de cavites,
d'inclusions enrobees et d'inclusions rigides ou quasi-rigides. Il peut modeliser des
materiaux thermo-elastique lineaire, thermo-elasto-plastique, plasticite cyclique,
viscoelasticite lineaire, elasto-viscoplastique et hyper-elastique. Les chargements
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Matrice Fibres
Densite (g=cm3) 1.14 2.54
Module d'Young G (MPa) 3000 72000
Coecient de Poisson  0.37 0.22
Limite d'elasticite Y (MPa) 30
Module d'ecrouissage 1 (MPa) 75
Exposant d'ecrouissage m 10
Module d'ecrouissage lineaire k (MPa) 20
Table A.1 { Parametres du materiau
appliques peuvent e^tre : thermo-mecaniques, en contraintes ou en deformations
multi-axiales, monotones ou cycliques, imposes ou provenant d'une analyse par
elements nis.
Les modeles de rupture sont : contrainte maximale, deformation maximale, Tsai-
Hill 2D et 3D, Azzi-Tsai-Hill 2D, Tsai-Wu 2D et 3D, Hashin-Rotem 2D, Hashin
2D et 3D.
L'interface de Digimat MF est facile a utiliser avec un arbre de donnees semblable
a celui d'Abaqus.
A.1.2 Exemple d’illustration
Le materiau composite etudie est une matrice de polyamide remplie de frac-
tion volumique 0:3 des bres en verre courtes. La matrice est denie comme un
materiau elasto-plastique et les bres en verre (inclusions) sont modelisees par
le comportement elastique. Les parametres des 2 materiaux sont donnes dans le
tableau A.1.
Les inclusions sont caracterisees par :
{ Rapport d'aspect : 25 (Rapport entre la dimension transversale et longitu-
dinale de l'inclusion).
{ Tenseur d'orientation : A11 = 0:8 ; A22 = 0:2 ; les autres = 0 (indicateur sur
l'orientation des inclusions dans le repere local).
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Figure A.1 { Chargement considere dans Digimat MF
Figure A.2 { Resultat d'analyse de contrainte-deformation par Digimat MF
La methode Mori-Tanaka est utilisee dans cette homogeneisation.
Le chargement est de type de deformation uniaxiale suivant la direction 1 dans
le repere local d'une valeur de 0:1 comme le montre la gure A.1.
Le resultat de cette homogeneisation est la courbe contrainte-deformation est
donnee dans la gure A.2.
On peut aussi etudier l'inuence des orientations des bres en modiant le
tenseur d'orientation comme le montre la gure A.3.
Ces resultats sont conformes a la theorie. En eet, pour une deformation don-
nee, si on considere le cas ou les inclusions sont orientees vers l'axe 1 (A11 =
1; A22 = 0) la rigidite sur cette direction devient plus elevee ce qui explique que
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Figure A.3 { Resultat d'analyse de l'inuence de l'orientation par Digimat MF
la courbe contrainte deformation se trouve au dessus de toutes les autres courbes
correspondant aux autres congurations.
A.2 Digimat FE
A.2.1 Description
Digimat-FE est un logiciel d'homogeneisation du comportement non-lineaire
de Volume Elementaire Representatifs (VER) de microstructure de materiaux
complexes. Ce module utilise la methode des elements nis (MEF) pour l'analyse
de la structure de VER.
Digimat-FE utilise Abaqus/CAE pour generer le maillage d'une microstructure
via un script Python. Il utilise le me^me arbre de donnees que Digimat MF.
Il sert entre autre de confronter les resultats de la methode MEF (Digimat FE)
avec ceux de la methode semi-analytique (Digimat MF).
A.2.2 Exemple d’illustration
Dans cet exemple, on etudie la conductivite et la percolation d'un materiau
composite a l'echelle d'un VER. Ce VER est compose d'une matrice de carbone
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Figure A.4 { VER cree par Digimat FE
remplie de fraction volumique de 7:5% des bres PE (inclusions).
La conductivite electrique de la matrice est de 5000S=m et celle de l'inclusion
est de 2:5  10  12S=m. Les inclusions sont caracterisees par
{ Le rapport d'aspect : 5:5.
{ L'orientation : aleatoire 3D
Un VER est alors cree par Digimat FE comme le montre la gure A.4.
Ensuite, ce modele de VER est importe dans Abaqus CAE pour eectuer le
maillage comme le montre la gure A.5.
Enn, on post-traite les resultats par Digimat (Post processing tasks). Dans
cet exemple, nous montrons la densite du courant electrique (ECD) dans la direc-
tion 1 (ECD1) pour le chargement considere (etape-1) et le volume elementaire
considere.
La gure A.7 donne la courbe de la densite du courant electrique moyenne en
fonction du temps dans les trois directions.
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Figure A.5 { Maillage du VER pour l'analyse EF avec Abaqus CAE
Figure A.6 { Interface du processus de post-traitement dans Digimat FE
Figure A.7 { Densite du courant electrique moyenne dans les 3 directions.
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Matrice Fibres
Densite (T=mm3) 1.14e-9 2.54e-9
Module d'Young G (MPa) 1000 72000
Coecient de Poisson  0.44 0.22
Limite d'elasticite Y (MPa) 10
Module d'ecrouissage 1 (MPa) 10
Exposant d'ecrouissage m 100
Module d'ecrouissage lineaire k (MPa) 1
Table A.2 { Parametres de materiau
A.3 Digimat MX
A.3.1 Description
Digimat MX est un module de Digimat qui sert a :
{ Gerer des modeles de materiaux Digimat ainsi que des materiaux issus de
mesures experimentaux.
{ Identier les parametres des materiaux a partir de courbes experimentales.
Ces courbes peuvent e^tre importees sous forme de chiers texte.
{ Determiner les caracteristiques de la matrice ou de l'inclusion en se basant
sur une methode inverse.
A.3.2 Example d’illustration
On considere un materiau composite renforce de bres de verre. Ce materiau
composite appele Hostaform fait partie de la base de donnees de Digimat-MF
avec les donnees dans le tableau A.2.
Le comportement de la matrice est elastoplastique dont le modele de plasticite
est le modele J2-Von Mises. Le comportement des inclusions est elastique.
Les 2 courbes experimentales de tension de ce materiau aux 2 angles de charge-
ment : 0 et 90 sont donnees dans la base des donnees de Digimat.
La gure A.8 montre un tableau de Digimat MX avec les parametres a renseigner
avec les bornes inferieurs et superieurs ainsi que la moyenne et l'ecart type de
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Figure A.8 { Identication des parametres avec Digimat MX.
chaque parametre de ce materiau et les resultats experimentaux pour identier
les parametres.
Une fois de calcul Digimat MX lance, il fournit les courbes d'identication
comme le montre la gure A.9.
Les parametres identies sont donnes dans le tableau de la gure A.10, qui est
une sortie de DIGIMAT MX.
A.4 Digimat CAE
A.4.1 Description
L'interface DIGIMAT CAE/Abaqus couple Digimat MF avec Abaqus a travers
la fonctionnalite materiau utilisateur d'Abaqus. Digimat-MF est fourni sous forme
de librairie logicielle, reliee a Abaqus, pour realiser le couplage entre les capacites
de modelisation non-lineaire, multi-echelles de Digimat-MF et celles d'analyse
non-lineaire par elements nis d'Abaqus. Dans cette conguration, Digimat-MF
agit en tant que materiau utilisateur avance, non-lineaire et visqueux a chaque
point d'integration du maillage elements nis Abaqus.
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Figure A.9 { Resultat de l'identication
Figure A.10 { Les parametres optimises apres l'identication
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Figure A.11 { Interface de Digimat-Abaqus et maillage de la structure analysee
A.4.2 Exemple d’illustration
On cree un materiau dans Digimat MF dont les donnees sont celles du tableau
A.1.
Pour cet exemple, la sortie de Digimat MF est la courbe donnee dans la gure
A.2 montree precedemment.
Ensuite on identie les parametres du materiau en utilisant Digimat-MX. Ensuite,
on considere ce me^me materiau comme un materiau virtuel qui servira d'entree
a Abaqus pour une analyse elements nis.
Ci-dessous une structure maillee avec Abaqus CAE ainsi que l'interface Abaqus-
Digimat pour renseigner le materiau dans Abaqus. Cette structure est une poutre
encastree en ses deux extremites sur laquelle est appliquee une charge repartie
sur sa face superieure comme le montre la gure A.11.
La distribution de contraintes Von-Mises dans cette poutre est donnee par la
gure A.12.
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